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AVANT-PROPOS 


Avec ce pelit livre les Editions Mir poursuivent la 
publication de cours faits par d’éminents mathématiciens 
et pédagogues soviétiques aux écoliers du secondaire pour 
les initier aux mathématiques supérieures. 

Le présent opuscule réunit trois fascicules contenant 
des cours professés dans des cercles mathématiques près 
l'Université de Moscou. 

Dans le premier le professeur V. Boltianski traite des 
enveloppes. Ên s'appuyant sur certaines notions de méca- 
nique l'auteur fournit quelques exemples intéressants de 
construction des enveloppes telles que parabole, hyper- 
bole, astroïde, cycloïde, courbes dites remarquables lar- 
gement répandues en mathématiques cet dans leurs appli- 
cations, puis il passe aux enveloppes en général, indique 
comment on en établit les équations et termine par de: 
notions sommaires sur Îles dérivations. 

Lo deuxième fascicule, dû au professeur A. Fétissov 
aborde les problèmes concernant la démonstration mathé- 
matique, Îles propositions fondamentales et le système 
d'axiomes géométriques. 

* Enfin, dans le troisième fascicule le professeur [. Dou- 
bnov passe en revue des cas de démonstrations crronées don! 
il analyse ensuite en détails les causes avec beaucoup de 
remarques et notes complémentaires. 

Le texte en petit caractère ainsi que les notes en bas 
do page peuvent être omis par ceux dont la formatior 
mathématique ne dépasse pas le secondaire. Par contre il: 
scront fort utiles aux maîtres et pour des analyses dan: 
des cercles de mathématiques. 

Nous espérons que dans l'exposé clair et accessible de 
ce livre les élèves des classes terminales, de même qu 
ceux qui veulent entreprendre l'étude autodidactique de: 
mathématiques trouveront, tout en approfondie ant: lue 
connaissances, un agréable délassement. 
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V. Boltianski 


Enveloppes 


L. PARABOLE DE SÜRETÉ 


4, A MOUVEMENT D'UN PROJECTILE, 
[LANCE SOUS UN CERTAIN ANGLE 
PAR RAPPORT À L'HORIZON 


Supposons qu'un projectile de petites dimensions 
(point matériel) est animé d'un mouvement libre au-dessus 
de la surface de la Terre. Pour se faire une idée correcte du 
mouvement de ce point il faut tenir compte de toutes les 
forces dont il est l’objet et, en premier lieu, de la pesan- 
teur et des forces dues au milieu aérien. Dans certains cas 
ces dernières constituent un facteur assez important, dans 
d'autres leur influence est négligeable. Ainsi, par exemple, 
si l'on considère un planeur en vol, il est impossible de 
faire abstraction de ces forces — l'air « soutient » le pla- 
neur. Mais s'il s’agit d'un obus ou d’une fusée balistique, 
la résistance de l'air est moins importante. La fig. { donne 
la forme approximative de la trajectoire d’un obus dans 
l'espace (la courbe continue est appelée courbe balistique) 
et celle d'une courbe qu'aurait décrite un obus soumis à 
l'action d'une seule force, celle de la pesanteur. 

Dans la suite de l'exposé on ne considérera que ce mou- 
vement «simplifié », idéalisé, des points soumis unique- 
ment à l'action de la pesanteur, on fera donc abstraction de 
la résistance de l'air et d’autres forces moins importantes 
(soit, des forces du magnétisme terrestre, de l'attraction 
de la Lune, du Soleil, des étoiles, etc.). Convenons de con- 
sidérer la force de la pesanteur ? — mg comme constante 
et dirigée verticalement vers le bas. Nous admettons ainsi 
que le point est sollicité uniquement par la force de la 
pesanteur qui communique à ce point une accélération g 
constante en grandeur et en direction. 

Désignons par L la courbe suivant laquelle se déplace 
un point (trajectoire de son mouvement). À chaque instant 


9 


Fig. 2 


Fig. 3 


ce point mobile se trouve en un point quelconque de cetto 
trajectoire et a une vitesse de mouvement déterminée. La vi- 
tesse est un vecteur (grandeur orientée), ce vecteur étant 
tangent à la trajectoire Z. Dans le cas considéré cela signi- 
fie que toute la trajectoire ZL cost située d'un côté de la 
droite suivant laquelle est dirigé le vecteur vitesse v 
(fig. 2). 

En utilisant la règle du parallélogramme on peut décom- 
poser la vitesse d'un point en deux composantes — verticale 
et horizontale. L'accélération g étant dirigée verticale- 
ment, elle ne peut changer la composante horizontale de la 
vitesse; on peut donc supposer que la composante hori- 
zontale reste donc constante pendant toute la durée de 
mouvement. Autrement dit, la projection d'un point sur 
un plan horizontal est animée d'un mouvement rectiligne 
et uniforme (fig. 3). Supposons, par exemple, qu'une par- 
tie de la surface de la Terre, au-dessus de laquellese déplaco 
un point, soit parfaitement plane et horizontale et que le 
Soleil soit au zénith. Dans ce cas l'ombre du point sera 
animé d'un mouvement rectiligne ct uniforme (si l'on con- 
sidère les rayons du Soleil comme parallèles entre eux). 
Ainsi, le mouvement d'un point s'effectue dans un même 
plan vertical. Dans ce qui suit nous considérerons ce plan 
confondu avec celui du dessin. 

Convenons de considérer comme positive la direction 
d'une droite verticale vers le haut. Alors la composante 
verticale de la vitesse se modifie avec l'accélération — £, 
c'est-à-dire avec le ralentissement g. En désignant les com- 
posantes horizontale et verticale de la vitesse initiale par 
vh et vY, on obtient pour les composantes de la vitesse, 
ts après le début du mouvement, les formules suivantes 


un — ph, (1) 

LV = vÿ — gl. (2) 

Admettons qu'au moment initial un point mobile se 
trouve au point À à la hauteur , au-dessus de la surface 
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l'ig. 4 


de la Terre qu'on suppose plane et horizontale. Soit © la 
projection du point À sur la surface terrestre (fig. 4). Sup- 
posons que la composante horizontale de la vitesse ini- 
tiale soit dirigée à droite. Désignons par T la position 
qu'occupe le point { s après le commencement du mouve- 
ment et par B et F les projections du point 7' sur les droi- 
tes verticale ct horizontale passant par le point O. Posons, 
enfin, OB = h et OF = x. Alors il est évident que 


T—= he, (3) 


car le point F est animé d'un mouvement rectiligne ct 
uniforme avec la vitesse initiale v". Etant donné que AB — 
— h — h, est le chemin parcouru par le point B en mouve- 
ment uniformément accéléré avec la vitesse initiale vŸ et 
avec l'accélération —g, nous avons 


e2 
h—ho=vÿt — 
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ou : 
7 
hk = ho-!:vÿ À, (4) 


Les formules (1), (2) déterminent la vitesse et les formu- 
les (3), (4) La position d’un point !{ s après son départ. 


2. PARABOLE 


Dans les formules (1) à (4) il est sous-entendu que £ 
n’admet que des valeurs positives, car on envisage le mou- 
vement d'un point à partir de l'instant { = 0 où il était 
lancé avec une certaine vitesse initiale. Néanmoins ces 
formules ont également le sens pour des valeurs négati- 
ves de {. Supposons, par exemple, qu'un corps a commencé 
son mouvement avant l'instant { — 0 qui nous intéresse. 
A l'instant {4 — 0 nous avons fixé la position du corps et 
sa vitesse que nous considérons comme « initiales ». Alors 
le mouvement du corps avant l'instant £é = 0 est également 
décrit par les formules (1) à (4) si { prend dans ces formules 
les valeurs négatives. Ce mouvement est représenté sur la 
fig. o en pointillé. En attribuant à { des valeurs aussi bien 
positives que négatives, on obtient donc toute la tra- 
jectoire du mouvement d’un point à droite et à gauche d’un 
point «initial» À donné. 

La courbe ainsi obtenue s'appuie par ses extrémités sur 
l'horizontale OD — le corps touche terre et le mouvement 
cesse. Supposons pourtant qu'au point D, là où tombe le 
point, on ait creusé une fosse (fig. »). Dans ce cas la chute 
du corps se poursuivra durant un certain laps de temps et 
les formules (1) à (4) resteront vraies. Le corps se trouvera 
alors au-dessous de la droite OD, de sorte que À prendra des 
valeurs négatives. Ainsi, on peut prolonger tout à fait 
naturellement la trajectoire du mouvement d'un point 
au-dessous de la droite OD et la décrire par les mêmes for- 
mules (1) à (4). En attribuant à £ des valeurs toujours plus 
grandes on peut prolonger cette trajectoire aussi loin que 
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Fig. 5 


Fig. 6 


l'on veut. De même, en attribuant à £ dans les formules (1) 
à (4) des valeurs négatives croissantes en valeur absolue, on 
peut prolonger la « branche » gauche de la courbe aussi 
loin que l'on veut. On obtient en définitive une courbe 
dont les deux branches s'éloignent à l'infini du point À; 
elle est appelée parabole (fig. 6). Les formules (1) à (4) 
décrivent le mouvement d'un point suivant cette courbe 
sous l'action d'une accélération de valeur et de direction 
constantes *). 

En se servant des formules (1) à (4), étudions certaines 
propriétés du mouvement d'un point suivant une parabole. 


vY 
De la formule (2) il s'ensuit qu'à l'instant { — 2 Ia com- 


posante verticale v* de la vitesse est nulle. Jusqu'à cet instant 
la composante vY était positive, c'est-à-dire que le point 
se déplaçait vors le haut; après cet instant elle cest néga- 
tive — le corps se déplace vers le bas. Autrement dit, à 


l'instant 


— Lo, F 
=* (5) 
le point atteint la hauteur maximale, soit 
(vo)? 
Rax = ho + Qu (6) 


(cf. (4)). Il est facile de s'en convaincre à l'aide des calculs 
directs : 


(vo)? _ (vo? vy_ EE \ 
[ Ro+ D — h = [ko + ] —(ho+vÿt—E) = 


uY)2 gt2 1 
RE ge EE = 7 (0 — 0) > 0, 


*) La partie de l'espace dans laquelle chaque unité de masse est soumise à 
l'action de la force de D TRANGICUR constante en grandeur ct en direction est 
appelée champ uniforme de la pesanteur. Une partie limitée do l'espace au- 
dessus de la surface de la Terre peut approximativement ètre considérée 
comme champ uniforme de la pesanteur. Le mouvement d'un corps s'effec- 
tue suivant une courbe proche d'un petit arc de parabole ot s’interrompt au 
moment de la chute du corps à terre. L'étudo do toute la parabole, c'est- 
à-dire des deux branches de la courbe s'éloignant à l'infini, n'a pour le pro- 
blème en question qu'un sens purement mathématique. 


15 


‘ 


VV, 

c'est-à-dire k < ho -! (5) pour tout {. Désignons par C Île 
point le plus haut de la parabole. La vitesse du mouvement 
d'un projectile au point C est horizontale. Autrement dit, on 
obtient la portion de la parabole située à droite du point 
C si le point est lancé à l'origine C horizontalement vers la 
droite avec une vitesse correspondante. La partie de gauche 
de la parabole s'obtient si l'on lance ce point horizontale- 
ment vers la gauche avec la même vitesse. Il s'ensuit que 
la droite verticale passant par C est l'axe de symétrie de la 
parabole. Le point € où la parabole coupe son axe de sy mé- 
trie est appelé sommet de la parabole. 


3. PARABOLE DE SÛRETÉ 


Passons maintenant à l'étude de la trajectoire d'obus 
tirés d'un canon se trouvant en un point quelconque © de 
la surface de la Terre. Supposons que la vitesse v, avec la- 
quelle un obus part de la bouche du canon ne dépend pas 
de l'angle @ d'inclinaison du tube par rapport à l'horizon. 
Ainsi nous devons examiner la trajectoire d'un obus lancé 
à l'origine O avec une vitesse v, sous un angle ç@ par rage 


L] 


port à l'horizon (fig. 7). 


À l'instant { — 0 l'obus atteint le sommet de sa tra- 
jectoire qui, d’après La formule (6), se trouve à la hauteur 


Rinax = Fa 0 


Posons 4, = 0, car le canon se trouve à la surface de la 
Terre ; nous négligoons de plus la hauteur du canon. Do la 
figure 7 il s'ensuit que y < vo ct l'égalité vY = v, n'est 
vérifiée que si q — 90°. ‘Ainsi, la hauteur maximale est 
atteinte lorsqu'on tire verticalement vers le haut; elle 
s'exprime par la formule 


H== 


(7) 


% 
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Fig. 7 


Passons aux calculs de la portée du jet d’un obus. Il est 
évident que sa hauteur au-dessus de Îla terre n'est nulle 
qu'en deux points — à son point de départ et à son point 
de chute (éclatement à terre). De la formule (4) il s'ensuit 
que la hauteur s'annule pour les valeurs de #, racines de 
l'équation (rappelons que ho = 0) 

: (2 
vy — EE — 


2 Ÿ 


20Y 
c'est-à-dire pour { — 0 ou { — —*. La première racine 


correspond à l'instant de départ de l'obus, la deuxième 
à celui de son éclatement. La distance qui sépare les points 
de tir et d'éclatement est égale, conformément à (3), à 


Ouh 
Tinax — vit 7 Sr . (8) 
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Fig. 8 


Mettant cette expression sous la forme 

20e LD + CO — (Den) | v8—(vÿ — "0 

A 
on établit que la portée maximale du jet est obtenue pour 
y = vh, c'est-à-dire pour qç = 45°; elle cest égale à 

Là 
À = DA Ù (9) 
double de la valeur de la hauteur maximale. 

D'une manière analogue on peut montrer que pour des 
angles obtus & (c'est-à-dire quand vt << 0 et, par consé- 
quent, que la trajectoire se trouve à gauche du point O) 
la portée maximale est atteinte pour a — 135°. Cela 
devient, d'ailleurs, tout à fait clair en partant des consi- 
dérations de la symétrie (fig. 8). 

Il est intéressant de noter que si le tube d'un canon 
décline d'un même angle vers le haut ou vers le bas par 
rapport à l'angle @ — 45°, la portée du jet d'un obus dans 
ces deux cas reste la même (fig. 9, a). En cffet (fig. 9, b) 


h EN : 
Vo | pour un angle 45°+y — V0 [pour un angle 45°—: 


v h 

Uo | pour un angle 45°--y — V0 [pour un angle 45°—y: 
Donc, le produit su pour des angles 45° + y et 45° — y 
est constant et par conséquent (cf. (8)) la portée est la 
méme. 

Etudions maintenant la zone de tir, c'est-à-dire essayons 
de déterminer la partie de l’espace atteinte par les trajec- 
toires d'un obus si l’on tire sous des angles @ différents. 
La zone de tir — si l’on suppose que toutes les trajectoires 
soient situées dans un même plan — est limitée par une 
courbe en forme de coupole passant par le point C de la 
hauteur maximale et les points D,, D, des éclatements les 
plus éloignés (fig. 10). Cette courbe, on va le montrer, est 
également une parabole. 

Pour commencer, menons une parabole par les points 
C, D; et D;. Autrement dit, élucidons le problème sui- 
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vant: quelle doit être la vitesse horizontale initiale d'un obus 
liré au point C se trouvant à la hauteur ho — F (cf. (7)), 
pour que sa trajectoire passe par le point D, distant de l'ori- 
gine O de À (cf. (9)). Notons cette vitesse recherchée par u. 


LV v? 0 
De la formule (4), où l’on pose uY = 0 et ko — % , on obtient 
que la hauteur de l’obus au-dessus de la terre, 1 s après 


2 D 
son départ, s'exprime par la formule 7 — =. L'instant 


de sa chute à la terre peut être déterminé à partir de l'équa- 
tion 25 — E — 0, d'où t — ". (la racine négative est à 
négliger). De la formule (3), où l'on pose vh — u, on déduit 
que le point de chute se trouve à une distance ut — u® 


du point ©. Pour que ce point coïncide avec le point D», 
2 

Q # Q U UV e #? e . ? LS e 

il faut que l'équation u— = … soil vérifiée, c’est-à-dire 


u = vo. Donc, la trajectoire d'un obus lancé horizontale- 
ment du point C avec une vitesse v, passe par le point D. 
Cette trajectoire, si on la prolonge à droite et à gauche du 
point C, cst appelée parabole de sûreté, car, comme nous 
allons le voir, elle limite la zone de tir et un avion se trou- 
vant au-dessus d'elle est hors d'atteinte. Pour plus de com- 
modité écrivons les formules définissant, pour l'instant #, 
la position et la vitesse d'un obus imaginé qui se meut 
suivant une parabole de sûreté. Elles se déduisent de ({) 


à (4), en y posant wY = 0, vù = Vo, ho — n : 
un — Lo, (10) 
D = — gl, (11) 
Z = Lof, (12) 
vô gt2 
FE : (13) 


Fig. 11: 


Un obus tiré du canon O se trouvera, £ s après son départ, au 
point 7, dont la projection F est distante du point © de 
x = vht (cf. (3)). Déterminons la position 7’ d’un obus 
imaginé pour laquelle il se trouvera sur une même droite 
verticale avec le point T (fig. 11). Une telle position sera 
atteinte par notre obus imaginé dans un intervalle de temps 
t’ après son départ du point C tel que nous avons vol — 


uh 
— OF = vit (cf. (3), (12)), c'est-à-dire dans = 128. 

Up 
Les obus imaginé et réel se trouveront à ce moment aux 
hauteurs 


ÿ h 
r 10 $ V0 \2 =, Er 
FT! = lo = (tr), FT=utE. 
La différence Fe ces hauteurs est non négative 


FT'— FT = — gt + [r (| = 


(Ur) 


\4 
D _ pv vo \? 
nr vyt + E ( Fe 


vo 
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Ainsi, le point 7 se trouve toujours plus bas que le point 7”, 
* dr: V$ N mn ÿ se 
sauf à l'instant { = —, où FT" — FT = 0, c’est-à-dire 


U 
quand les points 7 ct T” coïncident. Donc, la trajectoire 
du mouvement d'un obus est disposée au-dessous de la parabole 
de sûreté et n'a avec elle qu'un seul point de contact. Un 
obus tiré du canon © sous un angle œ@ par rapport à l'hori- 


. A ? U= 
zon atteint la parabole de sûreté dans ? — s; la pro- 
0 
jection 7 de l'obus sur la terre se trouve en ce moment à 
la distance 


US ré 
= vb = 2, = 2 cotg p 
} £ 


du point ©. Lors de la variation de @ de 90° à 45° cette ex- 
Li . v? 
pression admet toutes les valeurs comprises entre 0 et " 


(la cotangente varie de O à 1), de sorte que la trajectoire 
d'un obus quelconque parti du point © est langente en 
n'importe quel point à la parabole de sûreté. Autre- 
ment dit, firant du point O sous les angles différents on peut 
atteindre un avion se trouvant en tout point de la parabole 
de sûreté ou au-dessous de celle-ci, mais aucun obus ne peut 
passer au-dessus de la parabole de sûreté, c'est-à-dire cette 
parabole de sûreté limite effectivement la zone de tir. 

Revenons de nouveau à la fig. 10. On a une infinité des 
courbes différentes — paraboles qui représentent des tra- 
jectoires des obus. On y voit également une autre courbe — 
parabole de sûreté — qui limite une zone remplie de tra- 
jectoires d'obus, cette parabole étant tangente à chacune 
d'elles. Ce fait peut être exprimé comme suit: la parabole 
de sûreté est l'enveloppe des trajectoires décrites par des obus 
en vol *). 


*) On peut passer dès maintenant à la Iec ture du chapitre II. 


4. CERTAINES PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE 


Passons à l'étude de certaines propriétés de la para- 

bole de sûreté *). 
La distance entre le point © et le point 7, où un obus, 
qui se déplace suivant la parabole de sûreté, se trouvera ts 
après son départ du point ©, est égale à (cf. (12), (13)): 


OT VERTE = Gy+ (EE) 


24 
TUE EPNS RE ct 
—] dv 2 FT rte D 0 à L 


Menons une droite horizontale d distante de la surface de la 
terre de 2. De la fig. 12 il s'ensuit que æ — h est alors la 


distance du point 7 à la droite d. On obtient ainsi la 
propriété géométrique la plus importante de la parabole 
qu'on prend souvent pour sa définition: la parabole est le 
lieu géométrique des points équidistants d'un point fixe © 
et d'une droite fixe d (fig. 13). Le point © est appelé foyer 
de la parabole et la droite d sa directrice. 

Déduisons, pour conclure, une autre propriété de la 
parabole: si AIN est une tangente à la parabole au point T 
et F la projection du point T sur une droite horizontale, 


l'égalité suivante FTN = OTM a lieu (voir fig. 12). Pour 
démontrer l'égalité de ces angles il suffit de démontrer 


Pine TM 
que tg FTN = tg OT. Etant donné que la tangente 1/N 
coïncide avec la direction de la vitesse v au point 7' (fig.14), 
nous avons (cf. (10) à (13)) 


MN h DITS T s 
Fe 0. ps. tot 
2g 2 


*) On peut montrer que toute autre parabole possède des propriétés analogucs. 
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Fig. 12 
Fig. 13 


“ 
et 
2e 
La 


Fig. 15 


Poursuivons 


IN PAS IS. 
tgOTM = tg(180°—OTN) = —tgOTN — 


HN ae 
(g FTN +tgOTF 
FRS 
1—tg FTN tgOTF 
ou, en y portant les valeurs tirées de (14) et en simplifiant, 
on obtient 


NS HS 


BOÔTM =. (15) 


AS IN 
Ainsi donc, tg OTM = tg F TN, ce qu'il fallait démontrer. 
La propriété démontrée signifie que, si un rayon lumineux 
issu du point ? cest dirigé vers le haut et si la parabole est 
considérée comme un miroir, le rayon lumineux se réflé- 
chit au point 7 selon la loi « l'angle d'incidence est égal 
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Fig. 16 


Fig. 17 


à celui de réflexion » suivant un segment OT ct passe par 
le point ©. Cela étant vrai pour tout point 7, alors un 
faisceau des rayons lumineux parallèles et dirigés verticale- 
ment vers le haut se réfléchit sur la parabole et converge à son 
foyer O (fig. 15). Lorsqu'une parabole tourne autour de son 
axe de symétrie, elle engendre une surface appelée para- 
boloïde de révolution (fig. 16) possédant la même propriété, 
c'est-à-dire qu'on obtient un réflecteur parabolique. Inver- 
sement, si une source lumineuse est placée au foyer de la 
parabole ou du réflecteur, les rayons lumineux se réflé- 
chissent en formant un faisceau des rayons parallèles. 
C'est sur cette propriété d'une surface parabolique qu'est 
basée la construction des phares (fig. 17). 


LT. HYPERBOLE — FRONTIÈRE 
DE LA ZONE D'AUDIBILITÉ 


1. VOL SUPERSONIQUE D'UN AVION 


Soit un avion en vol supersonique se trouvant à 
l'altitude À au-dessus de la surface de la Terre. La question 
est de savoir: quelle est, à un moment donné, la zone de la 
surface terrestre où l’on a entendu et où l’on peut entendre 
actuellement le bruit de ses moteurs ? Nous utiliserons ce 
problème (détermination de la zone d'audibilité) en tant 
que deuxième exemple de la construction de l'enveloppe. 
Supposons que la surface terrestre que survole notre avion 
soit absolument plane, l'altitude À et la vitesse v du vol 
soient constantes. 

Certes, pour un tel énoncé du problème il ne faut envi- 
sager qu'une zone limitée de la surface terrestre, supposée 
approximativement plane, que l'avion survole pendant 
une durée également limitée. Mais pour la résolution mathé- 
matique du problème on suppose que la surface survolée 
soit un planillimité et que la durée du vol soit égale- 
ment illimitée. En raisonnant ainsi nous obtiendrons des 
résultats qui n'ont un sens que pour une partie limitée 
du plan, qu'on peut considérer comme coïncidant avec une 
partie de la surface terrestre. Convenons, néanmoins, de 
façon purement conventionnelle, d'appeler ce plan illimité 
« surface terrestre ». 

À chaque instant de son vol l'avion se trouve au-dessus 
d'un point déterminé de la surface terrestre. Ce point, 
projection de l'avion sur la surface terrestre, se déplace 
d'un mouvement uniforme avec une vitesse v, traçant ainsi 
une droite ? parallèle à la trajectoire de l'avion dans l’es- 
pace (fig. 18) (l'avion se déplace de droite à gauche). 

Supposons qu’à un instant donné où l'on s'intéresse à 
la zone d’audibilité, l’avion se trouve au-dessus d'un point 
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Fig. 18 


Fig. 19 


O de la droite L. Il est évident que, £ s avant cet instant, 
l'avion s'est trouvé au-dessus du point À de la droite L 
situé à droite du point © à la distance OA = vt. Désignons 
par Z le point de l’espace où se trouvait alors notre avion. 
Ce point est situé à la hauteur À du point À de la surface 
terrestre. Lors du passage de l'avion par le point B Ile son 
émis par l'avion a commencé à se propager à partir du 
point 3 dans toutes les directions. Désignons par « la vites- 
se de la propagation du son dans l'air. Le son émis par 
l'avion au moment où celui-ci passe au-dessus du point ©, 
c’est-à-dire { s après son passage par le point 2, se propage 
à partir du point B dans toutes les directions à une dis- 
Lance ut. Autrement dit, partant du point Z le son occupe, 
durant cet intervalle de temps, une sphère de rayon ut ct 
de centre B. Si le rayon de cette sphère est plus grand que x, 
le son atteindra même la terre, et le domaine de la surface 
terrestre où parviendra le son issu du point B est un cercle 
formé par l'intersection de la sphère en question avec la 
surface terrestre. De la figure 19 il s'ensuit que le rayon 
de ce cercle, ayant le point À pour centre, est égal à 
V'irt — h?, 

Pour qu’un point quelconque AZ du plan appartienne à 
la zone d'audibilité, il faut et il suffit qu'il existe une telle 
position B de l'avion à partir de laquelle le son puisse 
atteindre le point 47, c'est-à-dire que le point A appar- 
Lienne au cercle considéré. Autrement dit, si l'on prend 
de tels cercles pour toutes les positions de l'avion, on 
obtient toute la zone d'audibilité. 

Par conséquent, on est amené à résoudre le problème 
mathématique suivant. Soient une demi-droite À issue du 
point © ct trois nombres positifs w, v, h (u << v). Soient, 
de plus, un point quelconque À de la demi-droite ? et un 
nombre positif { tel que la longueur du segment OÀ est 
égale à vt. Désignons par K, un cercle de centre À ct de 


rayon J/u2t? — h?, Le problème se ramène donc à la déter- 
mination, sur un plan, d'un domaine rempli de tous 
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les cercles Æ 1 correspondant à Loutes les positions du point 
A sur la demi-droite £. Sur la figure 20 on a représenté 
plusieurs cercles de ce type ct une ligne en pointillé limi- 
tant le domaine rempli de ces cercles, c'est-à-dire la li- 
gne — frontière de la zone d'audibilité. De la figure 20 il 
s'ensuit que la frontière de la zone d'audibilité est l'en- 
veloppe des cereles considérés. 


2. ANGLE CARACTÉRISTIQUE 


Examinons, pour commencer, le cas où À — O0, 
c'est-à-dire le cas où le mouvement s'effectue sur la sur- 
face terrestre, en d'autres termes, nous avons remplacé 
notre avion par une « automobile supersonique ». Dans ce 


cas le rayon Vu? — h? du cercle X, se réduit à ut et nous 
pouvons, donc, formuler le problème suivant. Traçons le 
cercle À, de rayon ut (u << v) et de centre À situé sur la 
demi-droite et distant de © de ot. Il s'agit de trouver dans 
un plan un domaine susceptible de contenir tous les cer- 
cles KA. 

La solution de ce problème est très simple. Il est facile 
de voir que tous les cercles À, ont un centre de similitude 
commun © (étant donné que lorsque £ varie, la distance 
OA = vt et le rayon du cercle X, égal à ut subissent des 
variations absolument identiques). Par conséquent, le 
domaine d'un plan susceptible de contenir tous les cercles 
K\, c'est-à-diro la zone d'audibilité, forme dans le cas 
considéré l'angle SOT, ayant le point O pour sommet et 
formé par des tangentes communes à tous les cercles Æ, 
(fig. 21). Nous pouvons donc constater que les côtés de 
l'angle SOT servent d'enveloppe pour les cercles considérés. 

La demi-droite ! est évidemment la bissectrice de l'angle 
SOT. La moitié de l'angle SOT, c'est-à-dire l'angle 
formé par la demi-droite L et l’une des demi-droites OS 
ou OT, est appelée angle caractéristique ou angle de Mach 
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Fig. 20 


pour l'« automobibe supersonique » considérée *). Etant 
donné que pour le triangle OA, représenté sur la fig. 21, 
on a OA=u, AE =ut, OE = V(vt}? — (utÿ? — 
— 4 Vu? — u?, on obtient 


S AE ut __u 
PTT ur v ? 
AE ul u 


Lt EE 2 —— |, 
CE OE t1Vi—u V/12—u 


D'après ces formules, si l’on connaît les vitesses uw, v, on 
I 
peut déterminer la valeur de l'angle caractéristique. 


(16) 


3. DÉTERMINATION DE LA ZONE D'AUDIBILITÉ 


Notons pour commencer que si, dans un système de 
coordonnées quelconque, le point À a pour coordonnées 
(œ, B) et le point 17, (x, y), on a (fig. 24) 

MA? = AN? + NM? = PQ? + NM? — (0Q — OP} + 
+ (QU — QNŸ = (x — a) + (y — B}°. 
Il est facile de s'assurer que cette relation reste véri- 
fiée pour toute autre position du point 47, si, par exemple, 


*) Bien entendu, on n'a parlé de l'automobile supersonique que pour facili- 
ter l'assimilation des idées exposées — de telles automobiles n'existent pas 
pour le moment. Toutcfois, la notion d'angle caractéristique cxaminéo 
plus haut a un sens réel et on l'utilise largement dans la mécanique des flui- 
des. Mais là au licu d'envisager le mouvement d'une automobile supersoni- 
que dans un fluide au repos, on a recours à un Does immobile plongé dans un 
courant d'air supersonique stationnaire. La notion d'angle Caractéristiquo 
devient évidente si l’on examine le mouvement d'un navire dans l'eau im- 
mobile (fig. 22); dans ce’ cas il ne s'agit pas de la propagation du son dans 
l'air, mails de la propagation des vagues sur la surface de l’eau (u étant la 
vitesse de propagation des vagues, v — vitesse du navire). À 

Un phénomène, découvert en 1934 par les physiciens soviétiques S. Va- 
vilov ct P. Tchérenkov, se rapporte également à ce problème. I1 consiste 
en ce qui suit. Désignons par u la vitesse de propagnt on de la lumière dans 
un milieu homogène conan (dans un liquide transparent par cxemple). 
Si une particule chargée sc déplace dans ce milieu avec une vitesse v > u, 
il apparaît une luminescence, la lumière étant émise non pas dans toutes les 
directions, mais sculement dans des directions formant avec la trajectoire 
de la particule un angle algu bicn déterminé (fig. 23): l'angle @ représenté 
sur cette figure est déterminé d'après les formules (16). Cette luminescenco 
représente donc l'effet de Vavilov-Tchérenkov. 
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Fig, 22 


Trajectoire d'une particule Fig. 23 


M{x,Y) 


Fig. 24 


Fig. 25 


on le place à gauche ou au-dessous du point À. On peut 
en conclure que si un point M appartient à un cercle de 
centre À et de rayon R (C'est-à-dire MA < R), alors 


(e — a) + (y — B)° < RE, (17) 
si le point M se trouve sur la circonférence de ce cercle, on a 
(Ge — a} + (y — BY = AR. (18) 


% 


Revenons maintenant à notre problème: déterminer la 
zone d'’audibilité pour un avion en vol à l'altitude À = 0 
au-dessus de la surfâce de la Terre. 

Choisissons un système de coordonnées dont l'origine 
coïncide avec le point O, l'axe des abscisses cst dirigé sui- 
vant la ligne /, l'axe des ordonnées étant perpendiculaire 
à cette dernière (fig. 25). Soit, comme auparavant, le point 
À appartenant à la demi-droite Z et distant du point © de 
OA = vt. Pour que le point A7 de coordonnées x, y appar- 


tienne au cercle X4 de rayon Vu? — hà et de contre 4, 
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il faut et il suffit que soit vérifiée l'inégalité 
(x — 01} + y L'ut? — à, 


obtenue de l'inégalité (17) en posant « = ut, B — 0, R — 
= uit — h?, ou 


Qu? — un?) LE — 2urt + (2° + y + h?) LO. (19) 


Etant donné que tous les cercles À, remplissent toute la 
zone d'audibilité, on peut affirmer que: le point M de 
coordonnées x, y appartient à la zone d'audibilité si, et seu- 
lement si, il existe un nombre positif t vérifiant l'inégalité 
(19). Démontrons à présent le lemme suivant qui nous per- 
mettra de comprendre l'inégalité (19). 
@ LEMME 1. Soit le trinôme du second degré at? + bt + c, 
dont les coefficients a et c sont positifs. Pour qu'il existe un 
nombre positif t, vérifiant l'inégalité a + bt+c<oO, il 
faut et il suffit que soient vérifiées les conditions suivantes: 

1) b< O0, 

2) le discriminant du trinôme n'est pas négatif, c'est-à- 
dire 

b? — 4ac > 0. 
@ DÉMONSTRATION. Si la condition 1) n'est pas véri- 
fiée, c'est-à-dire si b > 0, tous les trois termes figurant 
dans la somme at? + bt + c sont non négatifs pour les t 
positifs (a et c étant positifs). Donc, pour les ft positifs le 
trinôme af? + bt + c n'admet que des valeurs positives. 
Si la condition 2) n’est pas vérifiée, c’est-à-dire si le nom- 
bre b? — 4ac est négatif, le trinôme considéré n’admet 
également que des valeurs positives, car 
2 1 


6 b 
aB+bt+c=a(i+s) . (b? — 4ac). 


Ainsi, si l'inégalité at? + bt +c<0 a lieu pour un t# 
positif quelconque, les deux conditions 1), 2) doivent être 
vérifiées. 
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Inversement, soient remplies les conditions 1), 2). Dans 
ce cas, en vertu de la condition 2), les racines du trinôme 
al + bt + c sont réelles et comme «a > 0 et c > 0, Île 
produit des racines est positif, c’est-à-dire les deux racines 
sont d'un même signe. De la condition 1) il découle que 
la somme des racines est positive et par suite les deux raci- 
nes le sont également. Autrement dit, il existe un nombre 
positif £ tel que at? + bt + c = 0, ce qu'il fallait démontrer. 
Le lemme est donc démontré. 

On peut appliquer ce lemme au trinôme qui figure dans 
le premier membre de la relation (19) du fait que ses cocffi- 
cients a =v—u? et c—2x +y +h? sont positifs. 
Ainsi, pour qu'il existe un nombre positif f{, vérifiant l'iné- 
galité (19) (c'est-à-dire pour que le point A7 appartienne à 
la zone d’audibilité), il faut et il suffit que les deux condi- 
tions suivantes 

1) 2uxz > 0, ou x >0; 

2) le discriminant est non négatif, c’est-à-dire 


(2vx)? — 4 (0? — n°) (x + y? + h) > 0 


soient vérifiées. En se débarrassant des parenthèses dans 
cette dernière inégalité et en la divisant par le nombre 


positif 4 (0? — u*) k?, on peut la mettre sous la forme _ 
z? y? 
v2— u2 T2 L. 
hè 
u? 


7 . V . 
Désignant, enfin, —hk par c, on obtiont 


x? DA à 
2 op 1. (20) 


S N UV . 
IL est à noter que v > u, d'où c — Th >œk, autrement dit 


le nombre c* — X? cest positif. 

Ainsi, la zone d'audibilité se compose de tous les points 
se trouvant à droite de l'axe Oy (c'est-à-dire vérifiant la con- 
dition x >>0), dont les coordonnées vérifient l'inégalité (20). 
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/ O CZ d'audibilité X 


Fig. 26 


Si les coordonnées x, y du point Àf salisfont à l'inégalité 


x2 


2 
EE ARE A à (21) 


on en déduit facilement que le point A7 se trouve à l'inté- 
rieur de la zone d'audibilité. En effet, tous les points dis- 
posés au voisinage du point À{ (c'est-à-dire les points, dont 
les coordonnées ne diffèrent que très peu de celles du point Àf) 
satisfont à leur tour à l'inégalité (21); autrement dit, le 
point M est entouré de tous les côtés par les points appar- 
tenant à la zone d'audibilité, ce qui signifie que le point 
M est intérieur à cette zone (point 7, de la fig. 26). Si les 
coordonnées x, y du point Af satisfont à la relation 
72 y? 

a pl, (22) 
le point À7 appartient à la frontière de la zone d'audibilité 
(point A/: de la fig. 26). En effot, il suffit de faire varier, 
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d'une façon insignifiante, la coordonnée y en augmentant 
sa valeur absolue, pour que la condition (20) no soit plus 
vérifiée, c'est-à-dire qu'on trouve des points aussi voisins 
que l'on veut du point Af et qui n'appartiennent pas à la 
zone d'audibilité. 

On arrive donc à la conclusion que les points situés à 
droite de l'axe Oy, dont les coordonnées satisfont à l'inégalité 
(21), sont intérieurs à la zone d'audibilité, ceux vérifiant 
l'équation (22) appartiennent à la frontière de cette zone. 

Considérant dans un plan tous les points, dont les coor- 
données satisfont à l'équation (22) et non pas spécialement 
ceux pour lesquels + >> 0, nous obtiendrons non seulement 
Ja frontière de la zone d'audibilité, mais une courbe identi- 
que disposée à gauche de l'axe Oy et symétrique par rap- 
port à ce dernier (courbe en pointillé de Ia fig. 26). Il est 
admis de les considérer non pas comme deux courbes diffé- 
rentes, mais comme deux parties ou, comme on dit plus 
souvent, deux branches d’une même courbo appelée 
hyperbole *). 

Ainsi, nous avons démontré que la zone d'audibilité 
a pour frontière la branche droite de l'hyperbole décrite par 
l'équation (22). Il s'ensuit que la branche droite de l'hyper- 
bole (22) est une enveloppe des cercles X, (fig. 27), c'est-à- 
dire que chaque point Af, de cette branche est point de con- 
tact de cette dernière avec un des cercles X 4 **). Pour l'exposé 
ultérieur on aura besoin des formules permettant de recher- 
cher celui des cercles À\4 qui a un point de contact avec 
l'enveloppe Afo. Déduisons ces formules. Soit un point 
quelconque Àf, appartenant à la frontière de la zone d'audi- 


*) La forme la plus usitée de l'équation de l'hyperbole cst 


22 p? 4 


a bd 
Donc, pour l'hyperbole en question (22) les nombres a et b sont: 
a= Ve —hb =h. 


#**) Dès maintenant on peut passer à la Iccturo du chapitre III ou même du 
chapitre IV. 
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Fig. 27 


bilité, c'est-à-dire à la branche droite de l'hyperbole (22). 
Désignons par xo et yo les coordonnées de ce point. Ces 
coordonnées satisfont à l'équation (22), car le point Mo 
appartient à l'hyperbole, d'où on trouve 

2 

0 


2 })2 To ___4). 
Vo 1 h c2—h2 1 ] ? 
° U , 
puis, en se servant de la formule c — —h, on obtient 


272 2 r2 
2 a 2 _ CEg __  VrG 
to Vo th O2 h2  v2—u2 | (23) 


Comme le point A/, appartient à la zone d'’audibilité (il se 
trouve sur sa frontière), on peut trouver un cercle X, con- 
tenant ce point, c'est-à-dire il existe un nombre positif 
t vérifiant l'inégalité (cf. (19)): 


(u?— 0?) 22 — Durot + (x5 + yo + k?) KO, 
40 


ou, ce qui revient au même (cf. (23)), l'inégalité 


5 à ,  U2rÿ 
(v* — U ) L* — 2Utot sa Tu < 0. 


Cette dernière inégalité peut êlre récrite sous la forme 
2,2] vx _ 7]? 
(v — ) ir | < 0, 


d'où il est aisé de voir qu'elle n'est satisfaite que pour 
une seule valeur de f?, notamment, 


= UTo 
7 ou—u2? 


pour laquelle s'annule l'expression entre crochets. Ainsi, 
il n'existe qu'un seul cercle X14 contenant le point 4,, 
notamment celui de centre À et distant de O de 
Vêro  c2x9 

v2—u2 c2—h2" 


OA = vt — (24) 


Le point considéré A/, appartient à la circonférence de 
ce cercle X,, car Àf, se trouve sur la frontière de la zone 
d'audibilité. Une hyperbole, limitant la zone d'audibilité, 
passe donc au-delà du cercle considéré Æ, et a avec lui un 
point commun À/,, c'est-à-dire elle a un point de contact 
avec le cercle À, en Mo. 


4. CERTAINES PROPRIETÉS DE L'HYPERBOLE 


Traçons sur un même dessin une hyperbole (22) et 
les droites OS, OT inclinées par rapport à l’axe des abscis- 
ses sous un angle œ (cf. (16)). Nous allons montrer que 
l'hyperbole toute entière est comprise entre les côtés des angles 
verticaux SOT et S'OT"” (fig. 28) et qu'à mesure qu'on s'éloigne 
du point O l'hyperbole s'approche de plus en plus des droites 
SS' et TT’. Pour démontrer cette proposition, supposons 
qu'une «automobile supersonique » se meuve avec une 
vitesse v et que, verticalement au-dessus d'elle, un avion 
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_ TE ” 
TT 17 


«6 | 


se déplace avec la même vitesse v. Désignons par K" 


et KY° les cercles Æ4 se rapportant à l'automobile et à 
l'avion respectivement. Examinons à présent les cercles 


K%et KŸ, ayant pour centre le même point À distant 
de O de OA = vt. Etant donné que le rayon V/u?? — h? 


du cercle KX%° est, évidemment, plus petit que le rayon 


aut : . 
ut du cercle K4"°, il s'ensuit quo le cercle XŸ se trouve 


disposé à l'intérieur du cercle X%"° et toute la zonc d'audi- 

bilité de l’avion est donc intérieure à la zone d'audibilité 

de l'automobile. Donc, la branche de droite de l'hyperbole 

(22) se trouve à l'intérieur de l'angle SOT' (fig. 28); la 

branche de gauche, symétrique de la branche de droite, 

est disposée à l’intérieur de l'angle S'OT'. Poursuivons, 
h2 h2 


ut Vu Re 
Hi Ver ut 


Ainsi, la différence des rayons des cercles K%* et K% 
devient de plus en plus petite lorsque £ croît (c'est-à-dire 
quand le point À s'éloigne du point O), co qui signifie que 
l'hyperbole so rapproche de plus en plus des droites OS, 
OT (fig. 29). 

Les droites SS’ et TT” sont appelées asymptoles do 
l'hyperboloe. 

Etablissons à présent l'équation d'une droite tangente 
à l'hyperbole. Soit M, un point quelconque situé sur la 
branche de droite d'une hyperbole. Désignons par xo et Yo 
les coordonnées de ce point. Comme nous avons vu plus 
haut, le cercle X, de centre au point À déterminé par la 
formule (24) a un point de contact avec l’hypecrhole (22) 
en Àfo (fig. 30). Mais dans co cas une tangente au cercle 
K 1 au point ÀAf, est on même temps une tangente à l'hyper- 
bole. Etant donné qu'on sait bien construire la tangente 
à un cercle, on a trouvé donc un procédé de construction 
d'une tangonte à l'hyperbole. 
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Fig. 30 


Ecrivons l'équation de cette tangente. À cet effet dési- 
gnons par D le point d'intersection d'une tangente et de 
l'axe des abscisses et examinons le triangle ADM,. En 
abaissant du point Af0 la perpendiculaire A/,N sur l'axe 


TMS IN 
des abscisses, on trouve que ADM 5 = NM, d'où (cf. (24)) 


TS AN NA  OA—ON 
c?x 
ché "0 _ k2xo 
HE yo  (e2— 2h?) yo 


Si l'on met l'équation de la tangente recherchée sous la 
forme y — kx + b, le coefficient angulaire À sera égal 
à la tangente de l'angle ADM, formé par la tangente avec 
l'axe des abscisses. Nous venons de calculer la valeur de 
cotte tangente. Donc, l'équation de la tangente est de 
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la forme 
hi 2x0 ; 
= © D 


Il reste à déterminer la valeur de l'ordonnée initiale b. 
Etant donné que la tangente passe par le point A0, les 
coordonnées de ce point doivent satisfaire à l'équation 
de la tangente, c’est-à-dire 

h2xè 


Yo — (c2—}2) yo + b, 


(5) 
yo \ c2—h2 h7]° 


d'où 


Le point A, appartenant l'hyperbole (cf. (22)), l'ex- 
pression entre parenthèses est égale à l'unité. Définitivement, 


on A 


h? 
= 
l'équation de la tangente prend donc la forme suivante: 
h?xo h? 


PER) yo — Vo 
Enfin, en multipliant les deux membres de l'égalité ci-des- 
sus par FD on obtient l'équation de la tangente sous une 


forme facile à retenir (comp. l'équation de l'hyperbole (22)): 


_ ToT Yoy _. 
ch? h? — 1. (25) 


Rappelons que la formule (25) est l'équation d'une droite 
tangente à l'hyperbole au point M, de coordonnées xo, Yo. 

Ecrivons maintenant les équations des asymptotes, 
ce qui nous permettra par la suite d'établir deux propriétés 
très intéressantes de l'hyperbole. Le coefficient angulaire 
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k de la droite S'S est égal à tg p, c'est-à-dire (cf. (16)) 


tandis que l'ordonnée initiale b est nulle, car cette droite 
passe par l'origine des coordonnées. L'équation de l'asymp- 
tote S’'S prend alors la forme 

e h 

ÿ V'e2—R2 
La droite T’7' forme avec l’axe des abscisses le même angle 
que la droite S’S mais ses ordonnées sont de signe contraire 
en comparaison des ordonnées des points de cette dernière. 
L'équation de la droite T’T est alors de la forme 


h 


x. (26) 


Soit maintenant 47, un point quelconque de l'hyperbole; 
désignons par to, Yo Ses coordonnées. Menons par le point 
M, une tangente à l'hyperbole et notons par P, et P, les 
points d'intersection do cette tangente avec les asymptotes 
(fig. 31). Le problème cest de trouver les coordonnées des 
points P, et P,. Désignons par x, y, les coordonnées du 
point P,. Etant donné que ce point appartient à l'asymptote 
S'S, ses coordonnées doivent satisfaire à l'équation (26), 
c'est-à-dire 


} 
Un Ta (28) 


Commo le point P, est également situé sur la tangente, 
ses coordonnées doivent vérifier l'équation (25), c'est-à-dire 


ToT1 Voy1 __ 
EL (29) 


Enfin, le point M, appartient à l'hyperbole, alors (cf. (22)): 
zÿ yo — À, (30) 


c2—h2 h2 
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l'ig. 31 
De ces trois dernières relations il est facile de déterminer 


les coordonnées du point 2?,. Notamment, substituant 
dans l'équation (29) à y, sa valeur tirée de (28), on obtient 


T4 (== To —#)=1. 


Va he V'e2—R2 he 
Ensuite en is les deux membres de cette rela- 
Lion par 4 et en utilisant la formule (30), 
TR h2 
on à 


Fe se #0 p.00 
Ch 1/2 hi + h ‘ 
d'où 
— }h2 
V/c2 h (31) 


T4 = 20 + Vo —— | 
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D'une façon analogue on peut calculer l'abscisse x, du 
point P,: 


Lo = nie | (32) 
Des relations (31) et (32) on obtient 
Li — Lo = Lo — Lo, (33) 


ce = (eh) (TR) = (84) 
(cf. D 


Menons par les points P;,, M», Pà les perpendiculaires 
PQ, MoWos P2Q2 à l'axe des abscisses. Alors NoQ — 
— O0; Es ON = Li — Lo; (EN: — ON, Du 0Q: = Lo — Lo, 
et de l'équation (33) il découle que VN5Q: = Q:WV,, c'est-à-di- 
re que Vo est le milieu du segment Q,0,. D'où (étant donné 
que les segments P,Q;, MoNo, P:Q2 sont parallèles) il 
s'ensuit que Àf, est le milieu du segment P,P,. Ainsi, le 
segment d'une tangente à l'hyperbole, compris entre les asym p- 
toles, est partagé par le point de contact en deux parties 
égales. 

Donnons maintenant l'interprétation géométrique de 
la relation (34). Calculons pour cela l'aire du triangle 
OP,P;,. Menons par lo point P;, la perpendiculaire P,71 
à la droite SS’. Alors l'aire S,\ du triangle OP,P, s'ex- 
prime comme suit: 


Sa=+OPi- Poll =+ OP (OPsrsin 2p) — 
L 00: 0Q: 
UT 
1 
2 


sin 2Q Î sin 29 
"cos * 


(c®— h?). 


2 cos? p 


(cf. (34)). Ainsi, toute tangente à l'hyperbole découpe dans 
l'angle formé par les asymptotes un triangle de l'aire constante, 
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à savoir 
À o) cos? p (c k ). 

HE les lecteurs initiés à la trigonométrio rien n'est plus 

simple que de faire les transformations suivantes 


h 


d'où 
S À = h V c— JR). 


LIL, asrrotne Er cycLotpE 


1. CENTRE INSTANTANÉ DE ROTATION 


Dans ce petit chapitre nous poursuivrons l'étude 
des enveloppes en examinant deux courbes fort intéressantes : 
astroïde et cycloïde. Pour cela nous aurons recours à la 
notion de centre instantané de rotation qui joue un rôle 
important en mécanique. 

Considérons une figure plane invariable, découpée en 
carton par exemple, qui est animée d'un mouvement de 
rotation, c'est-à-dire un tel déplacement de notre figure 
sur un plan pour lequel un point quelconque © (centre de 
rotation) reste immobile à tout instant, tandis que la figure 
elle-même tourne autour du point © (fig. 32). Tout point 
A d'une figure en mouvement, autre que ©, décrit une 
circonférence. À tout instant, la vitesse v du point À est 
dirigée suivant la tangente à cette circonférence, c'est-à-dire 
elle est normale au segment OA (fig. 33). 

On considère en mécanique (et on peut le démontrer 
mathématiquement) qu’une figure se déplaçant arbitraire- 
ment sur un plan est animée à tout instant t, pris séparé- 
mont, d'un « mouvement instantané » qui est un mouvement 
progressif rectiligne avec une « vitesse instantanée » quel- 
conque, ou bien une rotation autour d'un certain point, 
dit «centre instantané de rotation». Le point ©, étant 
le centre instantané de rotation, reste immobile à un instant 
donné (c'est-à-dire sa vitesse est nulle), tandis que tout 
point À de cette figure en mouvement, autre que ©, a, à 
cet instant, une vitesse non nulle et perpendiculaire au 
segment OA. Donc, le centre instantané de rotation cst 
le seul point d'une figure en mouvement, dont la vitesse 
à un instant donné est nulle, c'est-à-dire l'unique « point! 
instantané de repos ». 


00 


Fig. 33 


Fig. 34 


__ Soit, par exemple, un cercle (ou une autre figure arbi- 
traire) qui roule sans glisser sur un plan suivant une courbe 
quelconque ZL (fig. 34). Le terme « roule » signifie que le 
cercle se déplace sur un plan et à chaque instant il est en 
contact avec la courbe L. L'expression « rouler sans glisser » 
signifie que le point de contact du cercle mobile (roulante) 
avec la courbe Z ne glisse pas sur cette courbe, c'est-à-dire 
que ce point possède une vitesse nulle et devient, donc, 
centre instantané de rotation. Nous pouvons en conclure que 
Si un cercle roule sans glisser sur une courbe immobile L, le 
point de contact du cercle avec la courbe L est à chaque instant 
un centre instantané de rotation; si l'on note par O ce point 
de contact, tout point arbitraire À du cercle mobile possède, 
à l'instant considéré, une vilesse instantanée perpendiculaire 
au segment OÀ. 


2. ASTROÏDE 


Prenons pour courbe Z une circonférence de rayon 
R quelconque et examinons un cercle de rayon !/,R, roulant 
sans glisser du côté intérieur de la circonférence Z. Dési- 
gnons par À un point quelconque appartenant à la circonfé- 
rence du cercle mobile et examinons la trajectoire du mou- 
vement du point À, c'est-à-dire la courbe décrite par ce point 
lors du roulement du cercle. Si, par exemple, à l'instant 
initial le point À se trouve sur la circonférence L (fig. 35, 
position I de la roulante), puis il se déplace à l'intérieur 
de la circonférence Z (positions IT, III) pour revenir à la 
circonférence Z (position IV). En définitive, le point À 
décrira un arc situé à l’intérieur de la circonférence L et 
dont les extrémités s'appuient sur cette circonférence (poin- 
tillé sur la fig. 35). Il est évident que les extrémités de cet 
arc renferment justement un quart de la circonférence 
L, car la longueur de la circonférence L est quatre fois 
celle de la roulante. Lors du roulement ultérieur du cercle 
le point À décrira le deuxième arc semblable interceptant 
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Fig. 35 


Fig. 36 


un quart de la circonférence, puis le troisième et, enfin, 
le quatrième. En revenant à sa position initiale le point 
A décrira une courbe fermée à quatre pointes (sommets) 
inscrite dans la circonférence Z (fig. 36). Cette courbe est 
appelée astroïde. En joignant tous les deux sommets opposés 
de l’astroïde, on obtient deux diamètres perpendiculaires 
PM et ON de la circonférence Z, qui divisent l'astroïde 
en quatre arcs égaux. 

Examinons à présent une position quelconque du cercle 
mobile et le point correspondant À de l'astroïde (fig. 37). 
Désignons comme toujours par © Île point de contact de la 
roulante avec la circonférence Z. On comprend aisément que 
l'arc MO de la circonférence ZL a une même longueur que 
l’arc AO de la roulante: du fait qu'à la position initiale du 
cercle roulant toujours sans glisser le point À coïncidait 
avec M. Menons les rayons CM, CO, CN issus du centre 
C de la circonférence. Il est évident que le rayon CO passe 
par le centre du cercle mobile et coupe sa circonférence 
en un point D, diamétralement opposé au point de contact 
O. Etant donné que le rayon du cercle mobile est égal à 
1/4R, on obtient CD — DO — 1/2R. A cet instant de rou- 
lement du cercle, le centre instantané de rotation se confond 
avec le point © et la vitesse du mouvement du point À, 
décrivant l’astroïde, est perpendiculaire au segment OA. 
Mais la vitesse du mouvement d'un point est toujours 
tangente à la trajectoire qu'il décrit. D'où l'on déduit 
aisément que la perpendiculaire au segment OA, passant 
par le point À, est une tangente à l’astroïde au point À. 
Cette perpendiculaire passe évidemment par le point D (car 
l'angle OAD est un angle inscrit interceptant le diamètre). 
Donc, AD est une tangente à l'astroïde. Désignons par 
E cet F les points d’intersection de cette tangente avec 
les rayons CM et CN. 

Désignons, enfin, par a l'angle A1CO. Etant donné que 
l'arc ÀA10 est intercepté par l'angle au centre &, l'arc AO 
d'une même longueur est intercepté dans une circonférence 
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Fig. 38 


de rayon quatro fois moindre par l'angle au centre 4x, on 
en conclut que l'angle inscrit ADO, interceptant le même 


| SN 
arc AO, est égal à 2a. Du triangle CDE on obtient : CED = a 


MN IN 
ct du triangle CDF: DCF = DFC = 90° — «. Par con- 
séquent, les triangles CDE ct CDF sont isocèles, c'est-à- 
dire ED = CD — DF = 1/2R, d'où EF — R, Ainsi, Île 
segment EF de la tangente à l'astroïde, compris entre les 
droites CM et CN, est égal au rayon R de la circonférence L. 


SN 

Comme CEF = a et l'angle & varie, pour un cercle roulant 
sur l'arc AN, de 0° à 90°, ce procédé permet, donc, de cons- 
truire tout segment EF de longueur R ct dont les extré- 
mités se trouvent sur les côtés de l'angle HMCN. Autrement 
dit, l'asfroide est en contact avec tous les segments rectilignes 
de longueur R et dont les extrémités sont situées sur les deux 
droites perpendiculaires MP et NO, c'est-à-dire l'astroïde 
est une enveloppe do tous ces segments (fig. 38). 

Dans le chapitre IV (voir page 87) nous reviendrons à 
la notion d'astroïde pour déduire son équation. 


3. CYCLOÏDE 


Considérons à présent un cercle de rayon r roulant 
sans glisser sur la droite Z. Le point À, appartenant à 
la circonférence du cercle roulant, décrit alors une courbe 
appelée cycloïde (fig. 39). Chaque « arche » de cycloïde 
renferme entre ses extrémités un segment de la droite ZL 
de longueur 2xr. 

Examinons une position quelconque du cercle roulant 
et le point correspondant À de la cycloïde. Désignons par 
O le point de contact du cercle avec la droite L et par D le 
point de la circonférence diamétralement opposé. A cet 
instant du roulement du cercle le centre instantané de rota- 
tion vient on O, la vitesse du mouvement du point À, qui 
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Fig. 39 


Fig. 40 


Fig. 41 


décrit la cycloïde, est dirigée perpendiculairement au 
segment OA, c'est-à-dire suivant la droite AD. Du fait 
que la vitesse du mouvement est toujours dirigée tangentiel- 
lement à la trajectoire décrite par un point, il s'ensuit que 
la droite AD est tangente à la cycloïde au point À. 

Soient À une courbe quelconque, À un de ses points, 
AD la tangente à la courbe À au point À (fig. 40). Uno 
droite passant par le point À et perpendiculaire à la tan- 
gente AD est appelée normale à la courbe Æ au point À. 
De la figure 39 il s'ensuit que la normale à la cycloïde au 
point À est la droite AO. 

Notons, de plus, que la longueur du segment A0 est 
égale à celle de l’arc AO de la circonférence, le roulement 
s'effectuant sans glissement. 

Etablissons maintenant une propriété importante de la 
cycloïde. Examinons deux cycloïdes représentées sur la 
fig. 41. Nous allons démontrer que toute normale à la cycloïde 
supérieure est tangente à celle inférieure (et inversement, toute 
tangente à la cycloïde inférieure est normale à la supérieure). 
Autrement dit, la cycloïde inférieure est une enveloppe 
des normales à la cycloïde supérieure. Si l’on mèno les 
normales à une courbe quelconque Æ en tous ses points, 
l'enveloppe de toutes ces normales est dite développée de la 
courbe X (fig. 42). La propriété de la cycloïde que nous 
venons de formuler signifie que la développée d'une cycloïde 
est donc une cycloïde égale à la première mais décalée: la 
développée de la cycloïde supérieure, représentée sur la 
fig. 41, est colle inférieure. 

Démontrons cette propriété de la cycloïde. Examinons 
une certaine position d’un cercle dont le roulement sur la 
droite Z forme la cycloïde supérieure (fig. 43). Les symboles 
A, O et D ont le même sons que pour la fig. 39. Construisons 
un autre cercle, symétrique du premier par rapport au 
point ©. Soient A’ et D’ les points symétriques des points 
À et D. Alors le segment Af0 est d'une même longueur que 
l'arc OA, le segment MC est d'une même longueur (égale à 
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Fig. 42 


Fig. 43 


nr) que la demi-circonférence OD ; par conséquent, le seg- 
ment OC est d'une même longueur que l'arc AD. Autrement 
dit, le segment D'Q est d’une même longueur que l'arc 
D'A'. Mais cela signifie que le point À” appartient à la 
cycloïde inférieure et le cercle inférieur, représenté sur la 
fig. 43, correspond exactement à ce point À’. Des propriétés 
démontrées des tangentes et des normales il s'ensuit (vu que 
D' est le centre instantané de rotation lors du roulement de 
cercle sur la droite Z’) que OA” est la tangente et A'’D” la 
normale à la cycloïde inférieure. Etant donné que les seg- 
ments OA ct OA” sont le prolongement l’un de l’autre, on 
comprend aisément que toute normale 44° à la cycloïde 
supérieure est une tangente à celle inférieure. 


IV. ENVELOPPES 


1. FAMILLES DE COURBES ET LEURS ENVELOPPES 


Après avoir passé en revue les problèmes des chapitres 
I, IT et III nous allons à présent signaler les faits qu'on 
découvre en examinant les figures 10, 20, 21, 38, 41. Dans 
tous ces cas on a une infinité de courbes ou, comme on dit, 
une famille de courbes — famille de paraboles dans le premier 
cas, /amille de circonférences dans les deuxième et troi- 
sième cas et, enfin, famille de droites dans les deux derniers 
cas (les dessins représentent naturellement non pas toutes 
les courbes d’une même famille, leur nombre étant illimité, 
mais seulement quelques-unes d'entre elles). Dans tous les 
cas les courbes de la famille en question occupent un certain 
domaine d'un plan (zone de tir pour le premier chapitre, 
zone d'audibilité pour le deuxième), la courbe limitant ce 
domaine étant en chaque point tangente à une des courbes 
de la famille, dite enveloppée. Cette courbe est appelée 
enveloppe. Ainsi, sur la fig. 10 on a tracé une famille de para- 
boles qui représentent des trajectoires d'obus. L'enveloppe 
de cette famille de courbes (la parabole de sûreté) est en 
chaque point tangente à l'une des courbes enveloppées de la 
famille, c'est-à-dire à l'une des trajectoires des obus. La 
fig. 20 nous donne une famille de circonférences. L'envelop- 
pe de cette famille de courbes (une branche de l'hyperbole) 
est, en chaque point, tangente à l’une des courbes de notre 
famille, c'est-à-dire à l’une des circonférences. 

D'une façon générale, étant donné une famille de cour- 
bes, on appelle enveloppe de cette famille une courbe dont 
chaque point est un point de contact d'une enveloppée de la 
Jamille donnée. Considérons quelques exemples fort sim- 
ples. Examinons la famille de courbes composées des circon- 
férences de même rayon À? et dont les centres se trouvent sur 
une droite donnée L (fig. 44). L'enveloppe de cette famille 
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Fig. 44 


Fig 46 


est évidemment formée des deux droites parallèles distantes 
de L d'une longueur Z?. De même, si l’on prend une famille 
de cercles de rayon À et dont les centres appartiennent à 
une circonférence © de rayon r, alors (pour r >> R) l'enve- 
loppe de cette famille so compose de deux circonférences de 
rayons r + Ji et r — R (fig. 45). 

Un dernier exemple. Examinons la famille de toutes les 
droites situées à une même distance À d'un point donné O 
(fig. 46). On comprend aisément que l'enveloppe d'une 
telle famille de droites est la circonférence de rayon À et de 
centre O, 


2 ÉQUATION D'UNE FAMILLE DE COURBES 


On cherche maintenant à déduire les équations des 
familles de courbes. Pour cela examinons plus en détail les 
exemples cités ci-dessus. 
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Revenons à une famille de circonférences de rayon À? et 
dont les centres appartiennent à une même droite Z (voir 
fig. 44). Prenons Z pour axe des abscisses d'un système de 
coordonnées et menons l'axe des ordonnées qui lui est per- 
pendiculaire. Soit À un point quelconque de la droite /: 
désignons par @& son abscisse (son ordonnée étant évidem- 
ment nulle). De la formule (18) il s'ensuit qu'une circon- 
férence de rayon R et de centre À est définie par l'équation 

(x — a} + y° = R° 
(que l’on obtient à partir de (18) en y posant f — 0) ou, ce 
qui revient au même, par l'équation 
2 + y — 2ax + à — R? = 0. (35) 

Le nombre a fait partie de l'équation (35). Chaque valeur 
de « donne une des circonférences de la famille, en parti- 
culier, celle dont le centre se trouve au point d'abscisse «&. 
En faisant décrire à & toutes les valeurs possibles et en 
traçant les circonférences ainsi obtenues, on reçoit toute 
la famille do circonférences considérée. De ce fait, l'égali- 
té (35) est appelée équation de cette famille de circonférences. 
La quantité & qui fait partie, tout comme les coordonnées x 
et y, de l'équation (35) est appelée paramètre. 

Examinons à présent les circonférences K,4 que nous 
avons étudiées dans lo chapitre IT (voir fig. 20). Prenons une 
de ces circonférences ; son centre coïncide avec le point À 
d'abscisse vt et son rayon est égal à J/u?t? — h?, Désignant 


par & le nombre vt (de sorte que { — +) et se rappelant que 
27 (ef. (20)), on obtient : 
nn De ue nd PARA CON 
Vu? — h?— ARTE / (5 — 1) | 


Ainsi, le rayon de la circonférence centrée au point À d'abs- 
2 D a ; 
cisse « est égal à V/# (5 — . Conformément à (18), l'équa- 
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tion de cotte circonférence est de la forme 
(x — a)? + y? — h? (ES 1) 
ou, en se débarrassant des parenthèses, 
a+ y — Dax + at | 5) += 0. (36) 


Pour chaque valeur de & cette équation donne l'une des 
circonférences de la famille considérée, représentée sur la 
fig. 20. De plus, en faisant décrire au paramètre & toutes 
les valeurs positives, on obtient toute la famille de circon- 
férences considérée. 

Les formules (35) et (36) nous amènent à la conclusion 
suivante: une famille de courbes peut être donnée à l'aide d'une 
équation à trois inconnues x, y, &«, où x et y sont les coordonnées 
des points de la courbe et à un paramètre (quantité auxiliaire) ; 
pour chaque valeur déterminée de à, cette équation donne l'une 
des courbes de la famille considérée; faisant décrire à «à toutes 
les valeurs possibles et traçant chaque fois une courbe on 
obtient définitivement toute la famille de courbes recherchée. 

Convenons d'écrire l'équation d'une famille de courbes 
sous la forme 


f (x, y; a) — 0, (37) 


où f(x, y, a) représente le premier membre des égalités 
(35) ou (36), ou, enfin, de toute autre équation analogue. 
Dans ce qui suit nous n'examinerons que le cas où la fonc- 
tion f (x, y, «) est un polynôme liant x, y et «. 

Néanmoins, donner l'équation des familles de courbes 
sous la forme (37) ne convient pas toujours. Pour s'en con- 
vaincre et trouver un autre procédé, examinons les deux 
exemples suivants. 

Considérons une famille de circonférences, représentée 
sur la fig. 45. Prenons le point © pour origine d’un système 
do coordonnées. Soit À un point quelconque situé sur la 
circonférence de rayon r et ayant pour centre l'origine des 
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coordonnées. Désignons par &, f ses coordonnées. Les nom- 
bres & et f satisfont alors à l'équation 


a? + PB? — r?, (38) 


Une circonférence de rayon À? et de centre au point À doit 
vérifier, en vertu de (18), l'équation suivante: 


Ge — a) + (y — 6} = À. (39) 


Les égalités (38), (39) déterminent justement la famille de 
circonférences considérée. Notamment, l'équation (39) donne 
une circonférence de rayon ÀÀ et de centrequelconque; 
quant à la relation (38) elle exige que ce centre se trouve 
sur la circonférence de rayon r et de centre O. En supprimant 
les parenthèses et en reportant tous les termes dans le pre- 
mier membre, on écrit les égalités (38) et (39) sous la forme 


a + y? — 2ax — 2By + œ° + ff — 72° — 0, (40) 
a? + PB — 7° — 0, 


Dans la première de ces égalités figurent, en plus des coor- 
données x, y, deux paramètres @&, B, qui sont liés par la deu- 
xième égalité. C'est précisément sous cette forme que nous 
allons examiner l'équation de notre famille do circonfé- 
rences *). 

Un dernier exemple. Examinons les trajectoires des obus 
dont on a parlé dans le premier chapitre (voir fig. 10). En 
désignant respectivement par @&@ et f les composantes hori- 
zontale et verticale de la vitesse initiale et par y (au lieu 
de À) la hauteur du vol d'un obus, nous pouvons décrire le 


*) Notons qu'en résolvant la deuxième des équations (40) en fonction de 
et en reportant la valeur obtenue dans la première de ces égalités on pour- 
rait obtenir uno équation à un paramètre &, c'est-à-dire une équation de 
la forme (37). Mais les égalités (40) sont plus commodes, car elles ne compor- 
tent ni racines ni signes doubles qui apparaissent si l'on y substitue = 


= 4VR— ai. 
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mouvement d'un obus par les formules (cf. (3) et (4)) 
x =, 


Lu=—#. 


En tirant t{ de la première de ces relations et en le por- 
tant dans la deuxième, on obtient 
_B,_ 4 
JT a "Var? 
ou, après avoir multiplié par 2@° ct reporté tous les termes 
dans le premier membre, il vient 


gi? — 2afir + 2a°y = 0. 
La trajectoire du mouvement d’un obus est précisément 


décrite par cette équation. Etant donné que « et $ sont les 
composantes de sa vitesse initiale vw, alors (voir fig. 7) 


a? + F4 — vi, 
Donc, la famille de trajectoires considérée est définie par 
les égalités suivantes: 
ge? — 2afir + 2œy = 0, a+ ff? — 15 — 0, (41) 
dont la première renferme, outre les coordonnées x, y, deux 
paramètres &, B, liés par la deuxième égalité. 
Les formules (40) ct (41) nous amènent à la conclusion 
suivante. Une famille de courbes peut être donnée par deux 


équations : 
f (x, y, a, $) = 0, (42) 
g(«, À) = 0, (43) 


dont la première comporte les coordonnées x, y et deux para- 
mètres &, BP, et la seconde lie ces deux paramètres entre eux; 
choisissant convenablement les valeurs des paramètres « et f, 
satisfaisant à la relation (43), on obtient, à partir de l'équa- 
tion (42), une des courbes de la famille considérée; faisant 
décrire à «& et B toutes les valeurs possibles, qui vérifient l'éga- 
lité (43), on obtient toute la famille de courbes recherchée. 
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D'une façon plus générale, si l'on veut définir uno famille 
do courbes par l'équation 


J (2 Vs Gi, Mar +. Am) = 0, (44) 
comportant (outre x et y)m paramètres «1, &o, ..., &m, il faut avoir, 
en outre, m—1 égalités 


gi (@ts Mans +. Am) = 0, 


62 ((/TE Ans Um) = 0, (45) 
Em-1 (Œis Los Um) = 0 
liant ces paramètres. 
4. INTERSECTION DES COURBES D'UNE MÊME FAMILLE 


Passons maintenant au problème suivant: comment, 
en connaissant l'équation d’une famille de courbes, trouver 
l'enveloppe de cette famille. 

Soit C l'enveloppe d'une famille quelconque de cour- 
bes (fig. 47). Examinons une courbe quelconque L de cette 
famille. Elle a un point de contact avec l'enveloppe C 
(fig. 48) en un point 7 et est situéo d'un même côté de C *). 
Prenons sur l'enveloppe un point 7”, assez proche de 7 et 
désignons par ZL’ une courbe de la famille qui a un point de 
contact avec l'enveloppe au point 7”. Cette courbe L’ passe 
à proximité de la courbe L. Si la courbe L’, à proximité du 
point 7, se trouvait’entièrement située d'un même côté de 
L, alors les deux cas suivants pourraient se présenter: ou 
elle n'aurait aucun*point commun\Yavec l'enveloppe (L”), 
ou bien elle la couperait deux fois (ZL”). Mais ces deux sup- 
positions sont contradictoires, car la courbe L’ a un point 


*) 11 cat à noter qu’il existe des courbes qui ont les points de contact avec tou- 
tes les courbes d'une même famille mais en passant de part et d'autre de cel- 
les-ci (fig. 49). De telles courbes sont pement rangées parmi les envelop- 
pes. Pour ne pas nuire à la clarté de l'exposé nous faisons abstraction de 
ces cas, c'est-à-dire nous allons supposer que chaque courbe do la famille 
ait un point de contact avec l’enveloppe en 80 situant d'un même côté de cette 
dernière. Toutefois, on peut démontrer que le procédé de la détermination 
des enveloppes, que nous donnerons plus bas, a un caractère général (c.-à-d. 
qu’il permet de trouver également des enveloppes, dont la forme est repré- 
sentée sur la fig. 49). 
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Fig. 47 
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Fig. 48 ! (7) 


de contact avec l'enveloppe. Donc, la courbe L’ ne peut 
être ontièremont située d'un même côté de L, c'est-à-dire 
qu'elle passe de part et d'autre de L. Cela signifio que les 
courbes ZL et L'’ se coupent en un certain point Àf. 

Plus la courbe Z;' est proche de la courbe Z, et plus le 
point A7 est proche de T (fig. 50). Autrement dit, pour trou- 
ver sur la courbe Z un point T, où cette courbe soit tangente 
à l'enveloppe, il faut examiner les courbes L’ de cette famille 
de plus en plus voisines de L; dans ce cas le point À/, point 
d'intersection de Z avec L’, se rapproche de plus en plus 
du point cherché T. On exprime parfois ce fait comme suit : 
chaque point T de l'enveloppe est un point d'intersection 
de deux courbes « infiniment voisines » de la famille consi- 
dérée. 

Ces raisonnements jouent un rôle décisif pour la déter- 
mination de l'enveloppe. Nous le montrerons en prenant 
pour exemple une famille de circonférences, décrite par 
l'équation (35). Prenons deux circonférences L et L' de 
cette famille voisines l’une de l’autre. Désignons respective- 
ment par & et à’ les valeurs des paramètres qui correspon- 
dent à Let L'. La différence entre les nombres @& et «&’ est 
insignifiante, car nous avons pris Z et L’ « voisines» (il 
faut se rappeler ici que & et &’ sont les abscisses des centres 
des circonférences ZL et L'). Autrement dit, on peut écrire 
&œ' = @ + e, e étant un nombre très petit en valeur absolue. 
Pour établir les équations des circonférences ZL et L’, il 
faut que le paramètre qui figure dans l'équation (35) prenne 
les valeurs & et & + e: 


(L) a? + y? — 2ax + à — I? = 0, 
(LL) 2 + y — 2 (@ + e) x + (a + e)? — R? = 0. 


Les points appartenant à la circonférence Z vérifient la 
première équation et ceux appartenant à L'’ satisfont à la 
deuxième. Les points d'interscction de ces circonférences 
se trouvent aussi bien sur Z que sur L” de sorte qu'ils satis- 
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Fig. 49 


© 
Me) 
= 
[es 


font à deux équations données ci-dessus. Donc, pour trou- 
ver ces points d'intersection, il suffit de résoudre le système 
formé par ces deux équations. Pour simplifier ce système, 
sans modifier la première équation, on la soustrait de la 
deuxième et on obtient 


a? + y} — 2ax + a? — I? — 1 
—2Dex + 2ex + e* — 0. 


Il est à noter que le nombre e, bien que très petit, est obli- 
gatoirement non nul du fait”que Z et Z” sont deux circon- 
férences différentes de la famille considérée, de sorte que 
a £ &«’. Nous pouvons donc diviser le premier membre de la 
dernière équation par €. On obtient 


2 + y? — 2ax + « — R3I —0, 
pepe 


En résolvant ce système on trouve les points d'intersection 
des courbes Z et L’. Mais ce ne sont pas ces points qui nous 
intéressent. Nous devons rapprocher l'une de l'autre les 
courbes Z' et Z pour trouver ainsi les points vers lesquels 
tendent [les points' d'intersection des courbes. Mais que 
veut dire «rapprocher » l'une de l’autre les courbes Z 
et Z ? Cela signifie qu'on prend e de plus en plus petit ot 
tendant donc vers zéro. Dans ce cas la deuxième équation (48) 
peut être remplacée par la relation —2x + 24 — 0, c'est-à- 
dire qu’« à la limite » le système (48) prend la forme 


diner 
— 2x + 24 — 0. 
De la deuxième équation on déduit que « = x, il s'ensuit 
donc de la première que 
y = .R*. (50) 
Ainsi, le point de contact de la circonférence ZL avec 
l'enveloppe doit satisfaire à l'équation (50). Cela étant vrai 


(47) 


(48) 


(49) 
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Droite y=R 
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Crourte y=-R 


Fig. 51 


pour n'importe quelle circonférence de la famille considérée, 
alors chaque point de l'enveloppe doit satisfaire à l'équation 
obtenue (50). Inversement, tout point vérifiant l'équation 
(50) appartient à l'enveloppe, ce qui peut être démontré par 
des calculs mais il est plus aisé de s'en convaincre en recou- 
rant à une interprétation géométrique: l'équation (50) se 
décompose en deux équations y = À et y = —R qui 
représentent deux droites parallèles à l'axe des abscisses et 
situées à la distance À de ce dernier (fig. 51). Ainsi, nos 
raisonnements nous ont donné l'équation (50) définissant 
l'enveloppe. 


4. DIFFÉRENTIATION ET LTABLISSEMENT 
D'ÉQUATIONS DES ENVELOPPES 


L'enveloppe représentée sur la fig. 51 peut être défi- 
nio immédiatement en partant du fait que la famille de 
circonférences est très simple. Toutefois, les équations do 
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l'enveloppe étaient établies ci-dessus de façon algébrique 
sans tenir compte de la simplicité de construction géométri- 
que de la famille considérée. Le même procédé peut égale- 
ment être appliqué aux autres cas où il faut trouver l’équa- 
tion de l'enveloppe. 

Reprenons nos raisonnements sous une forme plus géné- 


rale. Soit 
f(x, y, a) = 0 


une famille de courbes. Prenons deux courbes « voisines » 
L et L' de cette famille, en faisant pour cela correspondre 
au paramètre les valeurs & et & + e: 


(L) f(x, y, a) = si 
(L”) f(x, Y; a +e) — 0 


(comp. équations (46)). Pour trouver le point d’intersection 
(ou les points d'intersection, s'il y en a plusieurs) des cour- 
bes Z et L’ il faut résoudre ces équations comme un système 
d'équations. Rappelons-nous comment, à partir des équa- 
tions (46), nous avons obtenu (47): sans modifier la pre- 
mière équation on a soustrait cette dernière de la 
deuxième équation. Il en était ainsi pour le cas général. 
Alors on obtient le système 
f(x, y, a) — "A 
fa y, a+e)—f(x, y, &) = 0. 


Notons que pour passer aux équations (48) nous avons divi- 
sé lo promior membre de la deuxième équation par e; en 
procédant de la môme façon on trouve 


f(x, y, «)=0, 
fan ae) —f (xs yo) 6, (51) 


e 


Ce système nous donne les points d'intersection des courbes 
L et L'. Faisons maintenant tendre Z’ vers Z, c'est-à-dire 
prenons les valeurs de e de plus en plus proches de zéro. 
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Cela étant, on a simplifié quelque peu la deuxième équation 
du système (48) et on a obtenu « à la limite » le système (49) 
qui nous a donné l'enveloppe. Il est donc naturel de s’atten- 
dre à ce que dans le cas du système (51) la deuxième équation 
so transforme également à la limite en une équation plus 
simple qui nous permet d'établir l'équation de l'enveloppe. 
Le lemme suivant permet de déterminer la forme de l’'équa- 
tion que l'on obtient, en passant à la limite, à partir de 
la deuxième équation (51). 

@ LEMME 2, Soit f(x, y, &«) un polynôme quelconque. 
En le développant selon les puissances de «à, on le met sous la 


forme 
f(x, y, &)= Po+ Pa + pan + pus + ..., (52) 


où les coefficients Po, Pis Pr, Ps Sont eux-mêmes certains poly- 
nômes en x, y. Le premier membre de la deuxième équation (51) 
est un polynôme, c'est-à-dire qu'on peut écrire 

Leneto End Li (yat. (63) 


Où fa (T, y, @) est la somme de tous les termes ne contenant pas 
e, et par les points de suspension on a désigné la somme de 
tous les autres termes dont chacun a pour facteur le nombre e 
ou sa puissance quelconque. Le polynôme f4 (x, y, x) prend 
alors la forme suivante: 
fa (r, y, &)= ps + 2pat + Spa + (54) 
@ DÉMONSTRATION. 
» Ho re sy Jr 1 
Le pet en o) Len pi(a+e) + 
+ pa(a+e) + ps(e +e) + ...—[{[po+ pau + pan? + 
Le) — 2 q2 
+ pe +.) = pr ES + p, EH E + 
3 _@3 
+- Ps 8 et = 
= Pi + Pa (20 + e) + ps (80° + 3ue + e°) +... — 
= (pi + 2peu + 3p4u? + ...)+ termes en e. (59) 
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Lo lemmo démontré permet de remplacer le systèmo (51) 
par le systèmo 


1 (zx, U a) =0, 
fa(t y, a)+...=0, | (56) 


où par les points de suspension sont désignés les termes non 
écrits dont chacun a e pour facteur. En résolvant le systè- 
mo (56) on obtient exactement les points d'intersection 
des courbes ZL et L'. Mais ces points ne donnent quand même 
pas la solution du problème posé. Poursuivons donc: com- 
mençons à rapprocher les courbes L’ et L pour trouver les 
points vers lesquels tendent les points d'intersection des 
courbes Z et L'. Autrement dit, on prend les valeurs de e 
de plus en plus petites en le rapprochant de zéro. Nous 
pouvons donc remplacer la deuxième équation (56) par 


fa (x, y, &)= 0 


car tous les termes désignés par les points de suspension 
contiennent e et tendent avec lui vers zéro. Ainsi, le systè- 
me (56) prend à la limite la forme 


f(æ, y) =0, 
fa (e, y, a)=0, (92) 


ce qui signifie qu'un point de contact de la courbe L avec 
l'enveloppe doit satisfaire aux équations (57). Comme cela 
est vrai pour foute courbe de la famille considérée, chaque 
point de l'enveloppe doit satisfaire, pour une valeur quelcon- 
que de a, aux équations obtenues (57). Autrement dit, si l'on 
élimine le paramètre & entre les équations (57), c'est-à- 
dire si l'on trouve la valeur de «& à partir de l'une des équa- 
tions pour la mettre ensuite dans l’autre, on obtient une 
seule équation ne contenant plus de & (c'est-à-dire liant 
seulement zx et y) que doit vérifier tout point de l’enveloppe. 
Ainsi, on peut formuler le théorème suivant. 
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@ THÉORËME{. Chaque point de l'enveloppe satisfait 
à l'équation que l'on obtient de la relation (57) en éliminant le 
paramètre «. 

Le polynôme f, (x, y, &) dont on se servait pour obtenir 
les équations (57) est appelé dérivée du polynôme f (x, y, «@). 
Le calcul de la dérivée s'appelle différentiation du polynôme 
f (x, y, &). Comme on le voit des formules (52), (54) la diffé- 
rentiation des polynômes est une opération fort simple: dans 
les termes contenant le facteur &* on le remplace par kat*-h, 
tout en supprimant les termes sans @. 

Nous donnerons ci-dessous encore un théorème analogue 
au théorème 1 mais valable pour le cas où une famille de 
courbes est déterminée par les équations à deux paramètres 
a, B (voir (42), (43)). 

@ THÉOREME 2. Soit une famille de courbes définie par 
les équations (42), (43). Alors chaque point de l'enveloppe 
satisfait à l'équation que l'on obtient des relations 


f(x, Y, ©, B)= 0, 
4 (œ, ) _ 0, (58) 
fa 88 —8c°f8 = 0 
en se débarrassant des paramètres « et f. 

On obtient le polynôme f4 = fa (x, y, &, B) qui figure 
dans la troisième équation du système (58) par dérivation par 
rapport à « (c'est-à-dire il faut trouver une dérivée (voir (52), 
(54) sans faire attention au paramètre f). Le polynôme 
fa s'obtient de f (x, y, &«, BP) par dérivation par rapport au 
paramètre f. Il en est de même des dérivées g et gp du 
polynôme g (œ, f). 

Pour vérifier les formules (58) nous examinerons, commo aupa- 
ravant, deux courbes voisines Let L' de la famille considérée. Sup- 
posons que la courbe L corresponde aux valours &, f ot la courbe L’ 


aux valeurs voisines des paramètres @+-e,, P+e2. Autrement dit, 
les équations des courbes Z et L’ prennent la forme 


(L) 1 (x, y, &«, B)=0, 
(L') f(x, y, a+es, B+es)=0, } (59) 
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les valours choisies des paramètres satisfaisant à la rolation (43), 
c’est-à-diro 
g (a, B)=0, 
60 
g (a+ eg B+8)= 0. 9) 


De la deuxième équation (59) nous retranchons la première et, 
procédant do façon analogue pour lo système (60), nous obtenons: 


f(x, y, a, B)=0, 
f(x, y, a+es, B+etr)— (x, y, «, B)=—0, 
g(u, B)=0, 
g (a+ es, B+e2) —8 (a, B)=0, 
ou, ce qui revicont au même: 
f(x, y, @, B)=0, | 
[f (x, y, a+ es, B+es)—f (x, y, à, B+e:)]+ 
+ (f(x, y, a, B+es)—f(x, y, «, B)]—=0, 
g(a, B)=0, 
[ge (a+es, B+es)—8 (a, B+e)]+8 (a, B+e2)—8 («, B)]=0. 
(64) 


Les deux premières relations, considérées comme un systèmo par 
rapport à æ et y, déterminent le point d'intersection des courbes Z 
et L’. En vertu de la formule (53) on peut écrire: 


J (x, Yates, B+e:)—f(x, y, &, P+ 2) — €: (ax, y, a P+es) +...) 
fx, y, a, B+es)—7 (x, y, a, B)=e2 (f(x, y, a, P) +...) 
g(a+es B+er)—8 (a, P+er) —ei(g, (a, B+er) +...) 

g (a, B+es)—8 (a, B)=ea (gg (a, B)+...). 
Ainsi, les rolations (61) peuvent être mises sous la forme: 
f(x, y, à, B)=0, 
g(æ«, B)=—0, 

es (fé, (x, y, a, B+82)+ ...)+e2 (fg (es ps @s B)+...)=0, [ (62) 
Es (ge (a, B+er) +...) +er(gp(a, B)+...)=0. 


On a noté ici par les points de suspension les tormes en e; ou €. 
Multipliant la troisième des relations (62) par 


es (88 (@s B)+...)—e2 (8 (a, B+ ea) +...) 
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Ja quatrièmo par 

— Es YEACT Ys Lo B)+...)+ez(fe (x, Vs P + £2) +- ….) 
et additionnant, on obtient après la réduction des termes somble- 
bles ot le groupement : 


(ei +-e5) [OS Ge, yo, P+e2) +...) (gp (a, B) +...) — 
— (84 (a, P+e2)+...) (gx, Ys Œ B)+...)} = 0. 


Le nombre e?--e3 cst obligatoirement non nul, car do l'égalité 
e?+-e3 0 il découlerait que ei; = Ee2— 0 et les courbes L ot L’ coïn- 
cideraient, co qui contredit notre hypothèse. Par conséquent, nous 
pouvons diviser la dernière relation par e?+ei pour obtenir 


(PACE UERCT B+es) +...) (gg (a, B)+...)— 
— (8e (œ, B-t-e2) +...) (fg (x, Ys B)+...)=0. 


Cette relation, cousidérée ensemble avec la première des équations (62), 
nous donnera les points d'intersection des courbes L et L’. Rapprochant 
les courbes L' et L, c'est-à-dire prenant e, et e, do plus en plus proches 
do zéro, cette dernière relation prend à la limite la forme suivante: 


le (2, Ys B)-8h (ce: B)—£, (œ, B)-/h (2 ÿr à, B) =0, 


c'est-à-dire celle de la dernière équation du système (58). Prise ensemble 
avec la première équation (58), elle nous pormettra do trouvor le point 
de contact de la courbe Z avec l'enveloppe. Ainsi, en ajoutant à la 
relation obtenuo les deux premières équations (62), on obtient le sys- 
tèmo (58). Le point de contact de la courbe Z avec l'enveloppe doit 
satisfaire à ce systèmo. Vu que toute courbe de la famille en question 
peut êtro prise pour L, il s'ensuit que tout point de l'enveloppe doit 
(pour «, B quelconques) satisfaire au système (58), co qui découle du 
théorème 2. 

Les lecteurs qui ont pris connaissance de la notion du déterminant 
ot des théorèmes fondamentaux sur les équations linéaires peuvent 
s'assurer que le théorème ci-dessous est vrai. Si une famille de courbes 
est décrite par les équations (44), (45), alors tout point de l'enveloppe 
vérifie l'équation que l’on obtient en ajoutant à a), (45) la relation 


1e fan ‘‘' {om 
(81) (81)Ge D (&1)am 
(gro (82)ca sn (&2) ce 


(£m-1)@ (&m-1)ca en (Em-1)œm 
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et en éliminant les paramètres &1, . . ., @,, entre les égalités du système 
ainsi obtenu. 

Pour m = 1 co théorème se ramène au théorème 1 ot pour m = 2, 
au théorème 2. 


d. LIGNE DISCRIMINANTE 


Les théorèmes 1 et 2 affirment que tout point de 
l'enveloppe satisfait à l'équation que l'on obtient en élimi- 
nant les paramètres entre les équations (57) ou (58). Mais 
cela ne veut pas dire que l'enveloppe est exactement décrite 
par l'équation ainsi obtenue. Nous avons tout simploment 
stipulé, et ce n'est pas par hasard d’aillours, que tout point 
de l'enveloppe vérifie cette équation. Le fait est qu'une 
courbe déterminée par l'équation que l'on obtient en élimi- 
nant les paramètres entre les équations (57) ou (58), appelée 
ligne discriminante, peut posséder outre les points de l’enve- 
loppe d'autres points n'appartenant pas à celle-ci. 

Mais que représente donc la ligne discriminante ? Pour 
répondre à cette question nous allons discuter (sans entrer 
dans les détails, bien que tous les raisonnements ne restent 
valables que si l’on utilise la notion de dérivée introduite 
plus haut) la forme d'une courbe définie par une équation 
quelconque. Soit f (x, y) un certain polynôme par rapport à 
z, y. Le lieu géométrique des points situés sur un plan et 
dont les coordonnées satisfont à l'équation 


f(x, y) = 0 


est appelé courbe algébrique. La droite est une courbe algé- 
brique, car son équation est de la forme y = kx + b, ou 
y — kx — b — 0. Les relations (18), (22), (41) permettent 
d'en venir à la conclusion que la circonférenco, l'hyperbole 
et la parabole sont également des courbes algébriques. 

Une courbe algébrique est dite lisse si elle admet des 
tangentes à tous ses points. La droite, lacirconférence, la para- 
bole, l'hyperbole sont des courbes lisses. Mais il peut se 
faire qu'une courbe algébrique admet des points singuliers 
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parmi lesquels on peut citer: aœuds, points de rebroussement 
et points isolés. Ainsi, par exemple, la courbe déterminée par 
l'équation 


(2? + y?)? — 2a? (x° — y?) = 0 


(elle est appelée lemniscate de Bernoulli, fig. 52) est coupée 
par elle-même; la courbe 


y — x = 0 


(fig. 03) à un point de contact à l'origine des coordonnées, 
et la courbe de l'équation 


(a? + y) (y — x — 1) = 0 


est formée par les points appartenant à la droite y — x — 
— 1 = 0 (c.-à-d. y = x + 1) et, de plus, le point © (ori- 
gine des coordonnées) au voisinage duquel il n’y a pas d'au- 
tres points de cette même courbe (fig. 54). Toute courbe 
algébrique ou ne contient pas du tout de points singuliers, 
autrement dit elle est lisse, ou bien elle ne possède qu'un 
nombre fini de points singuliers qui la divisent en morceaux 
lisses isolés, la courbe algébrique ne pouvant avoir d'autres 
points singuliers outre ceux mentionnés plus haut. 

Soit une famille de courbes algébriques, déterminée 
par l'équation (37) ou (42), (43). Si une courbe quelconque L 
de la famille considérée a un point de croisement T (fig. 55), 
alors la courbe ZL’ « voisine » de celle-ci doit couper, sans 
manquer, la courbe Z en un point A7 dans le voisinage du 
point 7. En reprenant les raisonnements qui nous ont per- 
mis d'établir le théorème 1 ou le théorème 2, on comprend 
aisément que les coordonnées du point T satisfont aux équa- 
tions (57) ou (58), c'est-à-dire que le point T appartient à 
la ligne discriminante. Donc, les nœuds de chaque courbe de 
la famille considérée doivent appartenir à la ligne discri- 
minante. De même, tout point isolé de la courbe Z doit 
appartenir à cette ligne. Ainsi, la ligne discriminante ren- 
ferme non seulement l'enveloppe, mais également tous les 
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Fig. 52 


Fig, 53 


Fig. 54 
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points singuliers des courbes de la famille considérée. T1 
s'avère donc que nous avons mentionné tous les points de la 
ligne discriminante, autrement dit, la ligne discriminante 
se compose de l'enveloppe et du lieu géométrique des points 
singuliers de toutes les courbes de la famille considérée (fig. 56). 
Si l’on considère une famille de courbes dont aucune n'a 
des points singuliers, alors la ligne discriminante ne com- 
porte que l'enveloppe seule, c'est-à-dire qu'elle coïncide 
avec l'enveloppe. Dans les exemples ci-dessous toutes Îles 
familles se composent de courbes n'ayant pas de points 
singuliers. C'est pourquoi nous nous bornerons à rechercher 
seulement la ligne discriminante, car elle coïncidera dans 
ces cas avec l'enveloppe, c'est-à-dire nous allons éliminer 
les paramètres entre les équations (57) ou (58). 


6. EXEMPLES D'ÉTABLISSEMENT 
D'ÉQUATIONS DES ENVELOPPES 


@ EXEMPLE 1. Considérons de nouveau la famille de 
circonférences (35), c.-à-d. posons 


fa y, a) = &? — 2ax + (2° + y° — R?), 
La dérivée de ce polynôme est 
fa(x, y, a)=2u— 2x. 
Donc, pour trouver l'enveloppe il faut éliminer @ entre les 
équations 
a? — Dax + (2° + y* — À?) — 0, 
24 — 2x = (. | 

On obtient donc le même système que nous avons eu anpa- 
ravant (cf. (49)), d'où il découlait y? — 22? (cf. (50)). Ainsi, 


l'enveloppe est formée par deux droites parallèles y = À 
et y — —Î (voir fig. 91). 
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@ EXEMPLE 2. Considérons maintenant la famille de 
circonférences (36), c.-à-d. posons 


f Ge, y a)= ct (1 — 2) — Dax + (ain LA). 
La dérivée de ce polynôme est égale à: 
; he? 
fa (2, y; œ)= 2 | — +) —2x. 


Ainsi, pour trouver l'enveloppe on élimine @& centre les 
équations 
kh2 D D) 
2 L. 2 2 2 3\ —— 
(2 (1 = ) — 2ax (2° + y* + hf) — 0, 


2a ( — 7) 2-0. 


Multipliant la deuxième deces équations par — . + 


et additionnant à la première, on obtient 


2 
a Lo à ere in 


d'où, divisant par 2? et réduisant les termes semblables, on 
trouve l'équation de l'enveloppe cherchée *) sous une forme 
la plus simple (cf. (22)) 


x? y? ET 
am pl ). 


*) Strictoment parlant, on n'a démontré qu'un seul fait, à savoir: des deux 
équations primitives renfermant le paramètre & il s'ensuit que x et y véri- 
fient l'équation obtenue de l'hyperbole. La réciproque est-elle vraie, c'est- 
à-dire est-ce que tous les x, y, vérifiant l'équation de l'hyperbole, satisferont, 
pour un & quelconque, aux équations primitives ? Dans le cas considéré on 
peut s'en convaincre à l'aide de calculs inverses. Il faudrait vérifier l'équi- 
valence de l'équation obtenue aux équations primitives aux paramètres 
dans tous les exemples suivants. Nous n’en ferons pas dans notra exposé. 

$*) Dans Je chapitre II nous n'avons construit que la branche de droite de Ne 
perhole (voir fig. 20), c.-à-d. on a complété l'équatian de cette hyperbole 
par l'inégalité x > 0. Cela s'explique par le fait que selon les données du 
problème on n'avait à considérer que les & positifs, c.-à-d. non pas toutes les 
courbes de la famille (36), mais seulement celles qui correspondent aux 
valcurs positives de a. Si l’on examine toutes les circonférences de la famillo 
(36), on obtient pour enveloppe toute l'hyperbole en question (fig. 57), 
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@ EXEMPLE 3. Considérons la famille de trajectoires 
(41), c.-à-d. posons 


f(x, y, a, B)= gr — 2afz -+ 2u°y, 
g(a, B)= 24. p°— 2%. 
Calculons les dérivées : 
fa=hay— Pr; fp=—2ar, pla, gp= 2. 
La dernière des équations (58) prend alors (après Îla 
réduction par 4) Ja forme 
2afy + (&° — f?) x = 0. 


Ainsi, pour trouver l'équation de l'enveloppe nous devons 
éliminer & et B entre les équations 


ga? — 2afr + 20°y = 0, 
a+ p?— uv, =0, (63) 
2aBy + (a°— f*) x = 0. 
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En multipliant la première do ces équations par $, la troi- 
sième par —@ et en additionnant, on obtient, après avoir 
réduit les termes semblables, 


gBr® — a (a° + F°)x = 0, 
ou, tenant compte de la deuxième équation (63), 
gBz* — avix = 0. 


Comme la droite x — 0, c.-à-d. l'axe des ordonnées n'est 
évidemment pas une enveloppe (du point de vue géométri- 
que ceci découle de la fig. 10, et du point de vue purement 
algébrique la droite x — O0 n'est pas une solution de l'é- 
quation (63)), on peut réduire la dernière équation par x 

gfr—av;—0, c.-à-d. = EE x. 

0 

Portant cette valeur de « dans la troisième équation 
(63), on obtient (après la réduction par fx) 


C'est bien l'équation de l'enveloppe cherchée. Il est facile 
de voir que cette courbe coïncide avec la parabole de sûreté 
décrite dans le chapitre I. Ainsi, par exemple, en éliminant 
t entre les équations (12), (13) (et en remplaçant À par y), 
on trouve la relation ci-dessus. 

@ EXEMPLE 4. Soit un segment de longueur constante 
qui glisse par ses extrémités sur deux droites perpendicu- 
laires. Cherchons l'enveloppe de ces segments (cf. fig. 38); 
celle-ci, comme nous l'avons dit dans le chapitre III, est 
appelée astroide. 

Soit AZN un des segments considérés (fig. 58). Prenons 
pour axes de coordonnées deux droites perpendiculaires 
sur lesquelles glissent les extrémités du segment. Désignons 
par «& l’abscisse du point Àf et par $ l’ordonnée du point NW. 
Alors, la longueur du segment A/N étant égale à !, on ob- 
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l'ig. 58 


tiont du triangle rectangle OMNW': 


CE EN CE (64) 
Le coefficient angulaire de la droite AZW, c.-à-d. la lan- 


gente de l'angle XMN, est égal à — 
_. 

-z—teONIN, le cocfficient angulaire à également une même 

valeur pour toute autre position du segment A7, c.-à-d. 

s'il so trouve dans le premier, deuxième, troisième ou qua- 

trième quadrant. Donc, l'équation de la droite AZN prend 

la forme 


et vu que tg XAIN = 


ou en multipliant par @œ 
ay + Pr — ap = 0. (65) 
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On est ainsi amené au problème de l'établissement d'équa- 
tion de l'enveloppe d'une famille de droites, définie par les 
équations (64), (65), ou, ce qui revient au même, par les 
équations (42), (43), où 


fx, y, @, 8) = ay + Br — af, 
ga, PB) = a? + pt — À, 
Calculons les dérivées : 
fa=y—$B, fp=r—-a, ga—2a, gp—2f. 


La dernière des équations (58) prend (après la réduction 
par 2) la formo 


By — ax + a? — B? — 0. (66) 


Ainsi, pour trouver l'enveloppe nous devons éliminer «@ 
et B entre les équations (64), (65), (66). En multipliant 
(65) par « et (66) par B et en additionnant, on a 


(a? + By = P°, 
d'où, tenant compte de (64), 
B= (at Pulp. 


D'une façon analogue, en multipliant (65) par f ct (66) 
par —a et en additionnant, on obtient 


a= (Lx), 
Enfin, portant ces valours de & ot B dans (64), on trouve 
(ay (PT =, 
ou, après la réduction par E%, 
PUB Lee LL (67) 


C'est bien l'équation de l'enveloppe (c.-à-d. de l'astroïde). 
@ EXEMPLE 5 Soit un angle droit donné dans un plan 
quelconque. On mène toutes les droites possibles décou- 
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pant dans cet angle les triangles de l'aire 2. Cherchons 
l'enveloppe de toutes ces droites (fig. 59). 

Prenons pour axes de coordonnées les côtés de l'angle 
donné. Choisissons l'uno des droites découpant dans cet 
angle un triangle de l'aire 2. Soient A7, N les points d'inter- 
section de cette droite avec les axes de coordonnées (fig. 60). 
Désignons par a l'’abscisse du point 47 et par B l’ordonnée du 
point V. Alors on trouve, comme ci-dessus (cf. (65)), que 
la droite AZ est définie par l'équation 


ay + Pr — af = 0. (68) 
Toutefois les nombres & et B satisfont non pas à la condi- 


tion (64) (la longueur du segment AN est égale à L), mais 
à la condition suivante: 


af = 4, (69) 
ce qui signifie que l'aire du triangle OMN est égale à 2 
(vu que OM = a, ON = , alors Sion — 1/2af). Ainsi, 
ce problème se ramène à l'établissement d'équation de l’en- 
veloppe d’une famille de droites, décrite par les équations 


(68), (69), ou, ce qui revient au même, par les équations (42), 
(43), où 


fe, y, a, À) = ay + Pr — of, 
g («, p) = af — À, 
Calculons les dérivées : 
la = y—P, fp=?t—0, La = À, £p =@. 
La dernière des équations (58) prend la forme 
ay — fr = 0. (70) 


Ainsi, pour résoudre ce problème il faut éliminer « et $ 
entre les équations (68), (69), (70). En appliquant (68) et 
(70), on obtient 


ay=1/2af, Br 1/28. 
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Fig. 59 


Fig. 60 


En réduisant la première de ces équations par @&, et Îa 
deuxième par B (ce qui est possible vu qu'en vertu de (69) 
a et B ne sont pas nuls), on trouve 


B = 2y, a = 2x. 


Portant, enfin, les valeurs obtenues de & et f dans (69) 
nous aurons l'équation recherchée de l'enveloppe 


ay = 1. (71) 


Toute fangente à la courbe (71) est l'une des droites de la 
famille considérée et découpe donc dans l'angle droit donné 
un triangle de l'aire 2. Comme nous l'avons vu dans Île 
chapitre IT, une hyperbole dont les asymptotes se coupent 
à angle droit possède la même propriété : une telle hyperbole 
est dite équilatère. On en conclut que la courbe (71) est éga- 
lement une hyperbole. Les équations (71) et (22) qui déter- 
minent chacune une même courbe, hyperbole, sont de forme 
différente, car les hyperboles (71) et (22) sont disposées 
d'une manière différente par rapport aux axes de coordon- 
nées. 

@ EXEMPLE 6. Considérons une circonférence de rayon 
2a et de centre au point f,. Prenons à l’intérieur de cette 
circonférence un point F, distant du centre de 2c. En joi- 
gnant par le segment un point arbitraire À de la circonférence 
avec le point F,, on mène par le milieu de ce segment la 
perpendiculaire L (fig. 61). Trouver l'enveloppe d'une famille 
do telles perpendiculaires (fig. 62). 

Pour résoudre co problème nous prenons pour axe des 
abscisses la droite F,F, et pour axe des ordonnées la perpen- 
diculaire au segment Ff,f, qui passe par son milieu. Les 
abscisses des points ?', et }', sont alors c et —c respective- 
ment. Soient À un point quelconque appartenant à la cir- 
conférence considérée, & et B les coordonnées de ce point. 
Pour qu'un point ÀAf de coordonnées +, y appartienne à la 
perpendiculaire Z tracée par le milieu du segment AF,, 
il faut et il suffit que soit vérifiée l'égalité NA = MF, 
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ou, ce qui revient au même, l'égalité 
MA? = MF}. 


Mais MA? = (x — a)? + (y — B})° (cf. p. 33) et, d'une fa- 
çon analogue, MF? = (x + c)° + y*. Ainsi, l'équation de 
la perpendiculaire Z menée par le milieu du segment AP, 
prend la forme 


(e — a) + (y — BY = (x + c)° + y, 
ou, après des simplifications évidentes, 


Œ? + PB? — Dax — 2fy — 2cx — €? = 0. (72) 


L'équation de la circonférence de rayon 2a et de centre au 
point }", de coordonnées (c, 0) est de la forme (x — c}° + 
+ y* = (2a)° (cf. (18)). Le point À appartenant à cette cir- 
conférence, ses coordonnées &, B doivent vérifier cette équa- 
tion, c.-à-d. 


(a — c)° + P° = 4ai, 
ou, si l'on effectue les simplifications évidentes, 
Q? + PB? — 2ac + ©? — 4a? = 0, (73) 


Le problème consiste donc à trouver l'équation de l'en- 
veloppe d'une famille de droites, décrite par les équations 
(72), (73). En désignant comme toujours le premier membre 
de l'équation (72) par f (x, y, &, B) et celui de l'équation (73) 
par g(æ, B), on obtient facilement la dernière des équa- 


tions (58) : 
(œ — x) B — (B — y) (&œ — c) = 0. (74) 


Les équations (72), (73), (74) nous donnent l'équation de 
l'enveloppe recherchée. Cette enveloppe est appelée ellipse ; 
les points ?’, et F, sont les foyers de l'ellipse. On peut obte- 
nir l'équation de l’ellipse en éliminant les paramètres « et 
entre les équations (72), (73) et (74). Sans le faire ici nous 
déduirons, en revanche, de la relation (74) quelques pro- 
priétés géométriques fort intéressantes de l'ellipse. 


94 


Fig. 63 


Pour commencer rappelons que lors du choix des valeurs 
de & et B, vérifiant la deuxième équation (58), c.-à-d. pour 
une courbe Z quelconque de la famille en question, les 
inconnues +, y, déterminées à partir du système (58), repré- 
sentent les coordonnées d'un point T, où la courbe L est tan- 
gente à l'enveloppe. Dans le cas considéré cela signifie que 
pour les valeurs de & et B vérifiant l'équation (73), c.-à-d. 
pour un point À (fig. 63) appartenant à la circonférence, les 
inconnues x, y déterminées à partir du système (72), (74) repré- 
sentent les coordonnées d'un point T en lequel une perpendi- 
culaire menée par le milieu du segment AF, est tangente à 
l'ellipse. Ainsi, les coordonnées du point de contact T satis- 
font à l'équation (74). Les simplifications évidentes faites, 
cette équation se met sous la forme 

B_._ fc 
Tac “ac ? 
d'où il s'ensuit qu'elle définit uno droite quelconque. Le 
point 7 appartient à cette droite, ses coordonnées vérifiant 
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l'équation ci-dessus. Plus loin, le point /”, se trouve égale- 
ment sur cette droile (car ses coordonnées x = €, y = 0 
satisfont évidemment à cette équation): le point À appar- 
tient à son tour à cette droite (on voit aisément que ses 
coordonnées vérifient l'équation considérée). Les points Fi, 
T'et À se trouvent donc sur une même droite. 

Comme nous l'avons dit plus haut, la perpendiculaire 
L menée par le milieu du segment À, est tangente à l'el- 
lipse en un point 7' quelconque, car l'ellipse est une enve- 
loppe de toutes ces perpendiculaires. Puis, les points 7, 
et À sont symétriques par rapport à la droite Z. Enfin, 
les points 7’, 1 et À se trouvent, comme nous l'avons dé- 
montré plus haut, sur une même droite, c’est-à-dire que Île 
point T' appartient au rayon F,A. Donc, si l'on mène une 
tangente L quelconque à une ellipse, alors le point À, symétri- 
que du foyer F, par rapport à la droite L, se trouve sur une 
circonférence de rayon 2a et de centre au foyer F,; le point T, 
qui est un point de contact de la droite L avec l'ellipse, cotn- 
cide avec le point d'intersection de la droite L et du rayon FA. 

Les points F, et À étant symétriques par rapport à la 
droite L, TF, = TA, d'où TF,+ Tf, = TF, + TA — 
— 2a. Ainsi, la somme des distances du point T de l'ellipse à 
ses foyers est égale à 2a. Cela est juste pour tout point appar- 
tenant à une ellipse, car chaque point do l'ellipse est un 
point de contact avec une des droites Z (car l’ellipse est une 
enveloppe). On comprend aisément que pour un point 7”, 
intérieur à une ellipse, la somme des distances 7”7, et 
T'F, est inférieure à 2a (fig. 64), et pour un point extérieur 
à une ellipse, cette somme dépasse 2a. Donc, on appelle 
ellipse le lieu géométrique des points du plan, dont la somme 
des distances à deux points fixes, appelés foyers, est égale à 
un segment donné de 2a. En règle générale, on prend cette 
propriété de l’ellipse pour sa définition. 

Poursuivons notre exposé. Etant donné que les points 
F; et À sont symétriques par rapport à la droite ZL et les 
segments FT et TA constituent le prolongement l'un de 
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l'autre, on obtient 


7 AN AN 

Fall" = ATT' = EFTT". 

Cela signifie qu'un rayon lumineux issu du point }, sui- 
vant la direction /,7 et réfléchi par la droite ZL selon la loi 
«l'angle d'incidence est égal à celui de réflexion » suivra 
le segment 77",. Mais, du fait que le point T'est un point de 
contact de la droite Z avec une ellipse, la réflexion d’un 
ravon lumineux par la droite Z au point 7 équivaut à la 
réflexion par l'ellipse même au point T. Donc, si une source 
lumineuse ponctuelle se trouve à l'un des foyers de l'ellipse, 
chaque rayon réfléchi converge à l'autre foyer, c'est-à-dire 
tous les rayons réfléchis convergent à l'autre foyer de l'ellipse 
(fig. 695). Cette propriété « optique » de l’ellipse ressemble 
à celle d'une parabole, établie dans le chapitre I. Une hyper- 
bole possède elle aussi une propriété analogue. 


Notons pour conclure que l'équation de l’ellispe consi- 
dérée a la forme 


r2 y? 


! = 
ne à 
Elle peut être obtenue des équations (72), (73), (74) en élimi- 
nant les paramètres @ et B ; mais les transformations algébri- 
ques étant assez compliquées nous n'allons pas nous attar- 
der aux détails. Ordinairement, on désigne la valeur positive 
a — c* par b*, et l'équation de l’ellipse prend alors la forme 


2 2 
+=. (75) 


@ REMARQUE. Nous nous sommes bornés ici à examiner 
quelques exemples d'établissement d'équations des enve- 
loppes de courbes algébriques seulement. Tout ce que nous 
avons dit plus haut reste en vigueur pour des courbes non 
algébriques (transcendantes). La sinusoïde, les graphiques 
des fonctions logarithmique et exponentielle, la cycloïde 
en sont des exemples les plus simples. Mais pour trouver les 
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Fig. 64 


Fig, 65 


enveloppes de telles courbes il faut savoir différentier non 
seulement les polynômes, mais également les fonctions com- 
posées : exponentielles, trigonométriques, etc. De plus, les 
points singuliers des courbes non algébriques sont parfois 
difficiles à construire et leur nombre peut être illimité. 
Pour éviter toutes ces complications nous nous sommes 
bornés dans notre exposé à passer en revue seules les courbes 
algébriques et leurs familles. 


7. DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES 


Commençons par rappeler certaines notions introdui- 
tes dans le chapitre IIÏI (p. 58). Considérons une courbe Æ 
quelconque. En un point arbitraire À de cette courbo menons 
une tangente AD et une perpendiculaire AW à cette tan- 
gonte (cf. fig. 40). La droite AŸ est appelée normale à la 
courbe Æ au point À. Si l'on considère toutes les normales 
à la courbe Æ que l’on trace en tous les points de cette cour- 
be, on obtient une famille de droites — famille de normales 
de la courbe Æ. L’enveloppe Æ£ de cette famille de droites 
est dite développée de la courbe Æ en question. 

Traçons par deux points voisins À, À’ appartenant à 
la courbe Æ des normales à cette courbe. Soient Ÿ, N' deux 
points de contact de ces normales avec la développée et Q 
le point d'intersection des normales AW et A’N" (fig. 66). 
Alors les angles adjacents à la « base» d'un « triangle » 
AA'Q, ayant pour « base » l'arc AA” de la courbe A, sont 
égaux (droits, car AN et A’N” sont des normales). Si la 
base AA” était un segment rectiligne, les côtés latéraux AQ 
et A'Q seraient égaux, étant donné l'égalité des angles 
mentionnés. Mais, en réalité, la base AA” à une faible cour- 
bure, donc les côtés AQ et 4À’Q ne sont égaux qu'approxima- 


tivement 

AQ % A'Q. 
L'arc VN” ayant une courbure insignifiante {es yormales 
AN et A°N' forment un angle très petit !), {a Hongueud de 
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cet arc ne diffère que de très peu de celle d’une ligne brisée 
NON": 

N\'£& NQ 4 ON”. 
Ainsi, 


AN’ & NO 4 QN' = (AN — AQ) + (4'Q — A'N') = 
= (AN — AN + (4'Q — AQ) = AN — A'N". 


Le fait remarquable est que l'égalité approchée NW" & 
S AN — A'N'est en réalité exacto 


NN' = AN — A'N'. (76) 


Ceci peut étre démontré par intégration de l'égalité appro- 
chée ci-dessus, opération inverse à la différentiation et 
étudiée par Îles mathématiques supérieures. Cela étant, 
l'égalité (76) est vraie sans supposition que l'arc AA’ soit 
« petit ». 

L'égalité (76) admet une interprétation géométrique 
fort simple et concrète. Soit un fil parfaitement fin, fle- 
xible et inextensible enroulé sur une lame en forme d’une 
développée. Supposons que ce fil soit tendu de façon à suivre 
la développée jusqu'au point Ÿ” pour se diriger ensuite sui- 
vant le segment N’A” d'une tangente à la développée et qu'on 
ait fixé à ce fil au point À” un cravon (fig. 67). Etant donné 


qu'en vertu de (76) AN = NN" -4 N’A’, on peut déplacer 
le crayon en un point À de façon que le fil reste toujours 
tendu. Cola étant vrai pour tout point À de la courbe X, 
on peut, en faisant déplacer le crayon de façon à dérouler le 
jil de la développée tout en le maintenant tendu, décrire au 
crayon la courbe K. C'est pour cela que la courbe Æ est appe- 
lée développante de la courbe £. 

Ainsi, si £ est une développée de la courbe Æ, alors K 
est une développante de la courbe Æ. Si l'on attache un 
crayon en un autre point du fil enroulé sur la courbe E£, 


alors, en déroulant ce fil, on oblient une autre développ ante 
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Fig. 66 


‘ 
L] 
, 
, 
0 
[] 
à 
‘ 
t 
[1 
4 
LI 
Ü 
\ 
\ 
À 
\ 
4 
ù 
N 
\ s 
CA 
NS 
st 
L 
, 


Fig. 67 


de la courbe £. Donc, à la courbe Æ correspond une infinité 
de développantes; pour chacune d'elles la courbe Æ est 
une développée. Chaque tangente à la développée Æ étant 
une normale de sa développante À (vu qu'une développée 
est définie comme l'enveloppe de la famille des normales 
à la courbe X l), deux développantes quelconques de la 
courbe Æ ont des normales communes, c'est-à-dire la nor- 
male à l’une des développantes l'est aussi pour l'autre 
(fig. 68). Cela étant, la longueur d’un segment de la nor- 
male commune, compris entre deux développantes, reste 
constante, c.-à-d. AB = ÀA'B' = A"B" = ... En effet, 
si l’on attache à un fil qu’on déroule de la développée £ 
deux crayons (fig. 69), ces deux crayons décriront deux 
développantes de la courbe Æ, et la longueur du segment de 
la normale commune, compris entre ces développantes, 
restera toujours égale à la longueur du fil entre ces crayons. 

Si l’on fixe un fil qu'on déroule d'une développée en un 
point Ÿ quelconque de la courbe Æ, le crayon, lors de son 
mouvement ultérieur, décrira un arc de cercle qui a un 
point de contact avec la courbe ÆÀ en À (fig. 70). Le rayon 
de ce cercle est égal au segment de la normale, compris 
entre les points À et W, ce dernier étant le point de contact 
de la normale avec la développée ; le centre de ce cercle se 
confond avec le point NW (fig. 71). Le cercle ainsi construit 
est appelé cercle de courbure de la courbe X au point 4. Ce 
cercle se rapproche le plus, en comparaison de tous les au- 
tres cercles, de la courbe À dans le voisinage du point À. 
On peut dire qu'un petit arc de la courbe Æ dans le voisi- 
nage du point À se comporte comme un arc du cercle de 
courbure ; en particulier, la courbure de X dans le voisinage 
du point À, c.-à-d. la vitesse de détour d’une tangente 
lors du déplacement du point de contact sur la courbe X, 
se confond avec la courbure du cercle de courbure. C'est 
pour cela que le centre V d'un cercle de courbure est appelé 
centre de courbure de la courbe Æ au point À,et son rayon 
AN est dit rayon de courbure de la courbe Æ au point À. 
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Fig. 68 


Fig. 69 


Fig. 70 


Fig. 71 


Donc, le rayon de courbure de la courbe Æ au point À (on 
le désigne par p4) est égal à la longueur d’un segment de la 
normale, compris entre les points À et , ce dernicr étant le 
point de contact de la normale et de la développée, le centre 
de courbure (point V) se trouvant sur la développée. Autre- 
ment dit, la développée E de la courbe K est le lieu géomé- 
trique des centres de courbure de la courbe considérée. T1 est à 
noter quo l'égalité (76) exprime le théorème géométrique 
suivant: la longueur de l'arc de développée est égale à la 
différence des rayons de courbure correspondant aux extrémi- 


tés de cet arc (c.-à-d. NN' = PA — par). 


Donc, la développée est étroitement liée par ses propriétés géo- 
métriques avec la courbe X. Nous allons montrer sans démonstration 
comment, à partir de l'équation de la courbe Æ, on peut trouver 
l'équation de sa développée. Soit une courbe Æ définie par l'équation 


f (@, y) = 0. 


Prenons un point arbitraire À, appartenant à la courbe K, désignons 
par a et B ses coordonnées. Etant donné que le point À appartient 

la courbe K, ses coordonnées à et $ vérifient l'équation de cette cour- 
be, c.-à-d. 


f (au, B) = 0. (77) 


Dans les mathématiques supérieures on démontre qu'une normale 
à la courbe Æ, tracée en un point À, a pour l'équation 


(u— PB) fé (a, B)—(x— a) fÿ(œ, B)—0. (78) 


Ainsi, la famille des normales de la courbe X est déterminée par l'équa- 
tion (78) renfermant les paramètres &, f qui sont liés par la relation (77). 
Pour trouver l'enveloppe de cette famille, c.-à-d. la développée, il 
faut appliquer le théorème2. 


Nous donnerons plus bas sans démonstration trois exem- 
ples. 
La développée de l'ellipse (75) est la courbe 


(ax)°?/5 + (by)? == (a? = b?)2/3 


(fig. 72, a et b) ; cette courbe s'obtient de l’astroïde par son 
« extension » le long de l'axe des ordonnées. La développée 
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a) 


Fig. 72 


Fig. 73 


Fig. 74 


de l’astroïde 


12/3 + y°!3 — [78 


(cf. p. 89) est une nouvelle astroïde que l'on obtient de la 
première par la similitude d'angle 45° et de rapport 2 
(fig. 73). Notons, enfin, que la développée de la cycloïde 
supérieure, représentée sur la fig. 43 du chapitre III, est la 
cycloïde inférieure. Par conséquent, la cycloïde supérieure 
est une développante de la cycloïde inférieure. Ce principe 
est à la base d'un pendule cycloïdal (fig. 74). 

Pour plus de détail, voir le livre de G. Berman « Cycloi- 
de », où lo lecteur trouvera beaucoup de faits intéressants 
tirés de géométrie et de mécanique en rapport avec cycloïde, 
astroïde et autres courbes que l'on obtient lors du roule- 
ment d'un cercle. 
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A. Fétissov 


Démonstralions 
géométriques 


INTRODUCTION 


Un jour, tout au début de l'année scolaire, j'ai eu 
l'occasion d'assister à la conversation de deux petites fil- 
les, l’aîfnée faisant ses études à la cinquième et la cadette 
à la sixième. Les petites échangeaient de vues sur les leçons, 
instituteurs, amies, matières nouvelles, etc. L'aïnée avait 
été frappée par des leçons de géométrie: « C'est étonnant 
quand même de voir un maître venir en classe, dessiner 
sur le tableau deux triangles égaux pour démontrer ensuite 
pendant toute la leçon qu'ils sont égaux. On n'y voit gout- 
te — pourquoi faire ? ». « Mais comment vas-tu réciter ta 
leçon ? »— demanda la cadette. « Je n'en sais rien, le mieux 
est d'apprendre probablement tout ça par cœur, mais le plus 
ennuyeux c’est de retenir où il faut mettre toutes ces let- 
tres... ». 

Le soir même j'ai vu cette fille répéter avec zèle sa leçon : 
« Pour démontrer ce théorème superposons le triangle 
A'B'C' à celui ABC... superposons le triangle A°B°C' 
à celui ABC... », et cela à n'en pas finir. Malheureusement 
je n'ai pas eu l'occasion d'apprendre par la suite la note 
qu'elle avait reçue, mais je suis tout de même certain 
qu'elle avait toutes les peines du monde à apprendre son 
cours de géométrie. 

Quelques jours plus tard mon voisin Anatole, élève de la 
cinquième, lui aussi, m'a formulé à son tour ses griefs à la 
géométrie. On leur a donné à apprendre le théorème où l'on 
démontrait que l'angle extérieur de tout triangle est plus 
grand que l'angle intérieur qui n'est pas adjacent supplé- 
mentaire du premier. Tout en me faisant voir un dessin 
(fig. 1) dans un manuel de géométrie, il m'a demandé: 
« Pourquoi faire une démonstration aussi longue que compli- 
quée quand du dessin même on voit très bien que l'angle 
extérieur du triangle est obtus et ceux intérieurs, qui ne 
sont pas adjacents supplémentaires de l'angle obtus, sont 
aigus ? Et un angle obtus est toujours plus grand que celui 
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Fig. 1 


aigu, — a insisté Anatole, en faisant jouer tous les moyens 
de persuasion,— cela est parfaitement clair sans aucune 
démonstration ». Je me suis donc vu obligé d'expliquer 
à mon interlocuteur que, loin d'être évidente, cette propo- 
sition exige nécessairement une démonstration. 

Pour terminer, encore un exemple. Tout récemment enco- 
re un élève au niveau de troisième classe m'a montré son tra- 
vail de contrôle dont la note avait été « injustement », 
à en croire ses paroles, minimisée. Ce problème le voici. 
On examinait un trapèze isocèle de bases de 9 ct de 25 cm 
et de côté latéral de 17 cm et il fallait déterminer sa hauteur. 
Pour résoudre ce problème on a inscrit dans ce trapèze une cir- 
conférence, tout on notant que vu le théorème sur un quad- 
rilatère circonscrit (dont les sommes des côtés opposés sont 
égales) cela était parfaitement possible (9 + 25 — 17 + 17). 
Puis on a déterminé la hauteur comme diamètre de la cir- 
conférence inscrite dans le trapèze isocèle, ce diamètre étant 
égal à la moyenne proportionnelle entre les bases du trapèze 
(ce théorème avait déjà été démontré). 
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Toute convaincante et simple que puisse paraître cette 
solution du problème, le maître a fait tout de même remar- 
quer qu'on n'y était pas en droit de s’en rapporter au théo- 
rème sur un quadrilatère circonscrit. Mon élève est resté 
donc absolument perplexe: « Mais comment se fait-il ? 
On sait très bien que les sommes des côtés opposés d'un 
quadrilatère circonscrit sont égales. It du fait que la somme 
des bases du trapèze donné est égale à la somme de ses côtés 
latéraux il s'ensuit inévitablement qu'on peut bien inscrire 
dans ce trapèze une circonférence, n'est-ce pas ? Où est 
donc ma faute?» 

De tels exemples sont à n'en pas finir. Nombreux sont 
les élèves à ne pas comprendre pourquoi il faut démontrer 
des vérités apparemment évidentes; parfois, de plus, les 
démonstrations semblent avoir une forme trop compliquée 
et difficile à assimiler. Mais il arrive souvent en revanche 
que les démonstrations, on ne peut micux, s'avèrent absolu- 
ment crronées. 

L'autcur de ce petit livre se propose donc comme but 
d'aider les élèves à se débrouiller dans les questions sui- 
vantces : 

1) Qu'est-ce qu'une démonstration géométrique ? 

2) À quoi sert une démonstration géométrique ? 

3) Quelle doit être une démonstration ? 

4) Qu'est-ce qu'on admet en géométrie sans démonstra- 
tion préalable ? 
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Ê. QU'EST-CE QU'UNE DÉMONSTRATION 
GÉOMÉTRIQUE? 


1. Posons donc la question suivante: qu'est-ce qu'une 
démonstration géométrique ? Vous voici en train de con- 
vaincre votre interlocuteur du fait que la Terre a la forme 
d'une sphère. Vous parlez de l'élargissement de l'hori- 
zon à mesure qu'on monte au-dessus de la surface terrestre, 
de voyages autour du monde, de l'ombre ronde que projette 
la Terre sur la Lune lors des éclipses de Lune, etc. 

Chacun de ces énoncés que vous cherchez à persuader 
à votre interlocuteur s'appelle argument de la démonstra- 
tion, et l'ensemble d'arguments — argumentation. En quoi 
consiste donc la force probante d'un argument ? Examinons 
à titre d'exemple le dernier des arguments cités plus haut. 
On affirme que la Terre doit être ronde, étant donné que 
son ombre est ronde. Cette affirmation a pour raison Île fait 
que Île bon sens des hommes leur suggère l'idée que tous 
les corps ayant la forme d’une sphère projettent une ombre 
ronde et, inversement, une forme ronde de l'ombre en 
différentes positions d'un corps est due à la forme sphérique 
des corps. Ainsi dans le cas considéré nous nous appuyons 
avant tout sur des faits, sur notre expérience directe 
du monde qui nous a fait savoir les propriétés des corps 
du monde matériel environnant. Ensuite nous faisons appel 
à la déduction dont voici une esquisse approxi- 
malive. 

«Tous les corps projetant dans des différentes positions 
une ombre ronde ont une forme sphérique ». « Lors des éclip- 
ses de Lune la Terre, tout en se trouvant dans des positions 
différentes par rapport à la Lune, projette sur la Lune 
une ombre ronde». Conclusion: «Par conséquent, la Terre 
a la forme d’une sphère ». 

Donnons encore un exemple emprunté à la physique. 
Dans les années 60 du siècle passé le physicien écossais Max- 
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well a établi l'identité de vitesse entre la lumière et ja 
propagation d'un ébranlement électromagnétique. Ce fait 
lui a suggéré une idée (hypothèse) que la lumière était éga- 
lement constituée par les ondes électromagnétiques. Pour 
démontrer la justesse de cette hypothèse il fallait trouver, 
outre le fait que les ondes électromagnétiques et de lumière 
ont la même vitesse de propagation, d'autres arguments 
assez probants pour prouver l'identité de la nature de ces 
deux phénomènes. De tels arguments ont été fournis par 
des expériences qui ont montré l'influence manifeste des 
champs électrique et magnétique sur la nature du rayonnce- 
ment de lumière émis par des sources différentes. De plus, 
toute une série d’autres facteurs a incontestablement démon- 
tré la nature identique des ondes de lumière et électroma- 
gnétiques, 

Voici, enfin, un exemple arithmétique. Prenons des 
nombres impairs quelconques, élevons au carré et diminuons 
chacun de ces carrés d’une unité. Par exemple: 

7— 1 — 48; 11° — 1 — 120; 5 — 1 — 24: 

93 { — 80; 15? — 1 — 224, 
etc. Si l’on examine Iles nombres ainsi obtenus, on note 
leur propriété commune, à savoir: chacun de ces nombres 
se divise par 8 sans reste. Ainsi, en procédant de la même 
façon avec d'autres nombres impairs et en obtenant lo même 
résultat, on est amené à formuler l'hypothèse suivante: 
« Le carré de tout nombre impair diminué de l'unité donne 
un multiplo de 8 ». 

Vu qu'il s'agit do tout nombre impair, pour démontrer 
cetto hypothèse il faut citer des arguments valables pour 
chaque nombre impair. Avant ceci en vue, rappelons- 
nous quo tout nombre impair a la forme 27 — 1, où n est 
un nombre naturel quelconque. Le carré d’un nombre impair 
diminué d'une unité prend alors la forme (2 — 1)? — 
— {. En ouvrant les parenthèses, on obtient : (2x — 1) — 
— 1 = Ant — 4n + 1 — 1 — 4n°? — 4n = 4än(n — 1). 
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L'expression obtenue représente un multiple de 8 pour 
tout x naturel. En effet, le facteur 4 signifie que le nombre 
&än (n — 1) est multiple de 4. De plus, x — 1 et n sont deux 
nombres naturels successifs, donc l'un est nécessairement 
un nombre pair; par conséquent, l'expression considérée 
a le nombre 2 pour facteur. 

Ainsi, le nombre 4x (7 — 1) est toujours multiple 
de 8, ce qu'il fallait démontrer. 

Ces exemples aident à se faire une idée des voies que 
suit notre connaissance du monde environnant, de ses 
phénomènes, objets et régularités. La première consiste 
à analyser toute une série d'observations et d'expériences 
sur des phénomènes ct objets pour en déceler des lois 
générales. Sur des exemples cités plus haut on peut voir 
que grâce aux observations directes les hommes sont parve- 
nus à établir la dépendance entre la forme d'un corps et 
son ombre: les observations et expériences multiples ont 
confirmé la nature électromagnétique de la lumière; enfin, 
les opérations effectuées sur des carrés des nombres impairs 
ont permis d'établir la propriété de ces carrés diminués 
d'une unité. Cette voie, lorsque le raisonnement va du 
particulier au général, des faits aux lois, s'appelle induction 
(lat. inductio). 

Une autre voie, lorsque le raisonnement va du général 
au particulier, s'appelle déduction (lat. deductio). Ainsi, 
dans le dernier exemple ci-dessus nous avons appliqué cer- 
taines lois générales d'arithmétique à un cas particulier, 
pour démontrer l'existence d'une propriété quelconque de 
tout nombre impair. 

D'où l’on voit bien que l'induction et la déduction sont 
inséparables. Leur unité représente donc un trait particulier 
de la pensée scientifique. 

Il est facile de voir que toute démonstration suit ces 
deux voies. Afin de trouver les arguments pour la démons- 
tration d'une hypothèse quelconque on s'adresse à l’expé- 
rience, aux observations, aux faits ou, enfin, à des propo- 
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sitions justes, déjà démontrées. Les données ainsi obtenues 
nous permettent d'en venir à la conclusion en ce qui con- 
cerne la justesse ou la fausseté de l'hypothèse considérée. 

2. Revenons quand même à la géométrie qui a pour 
objet l'étude des propriétés de l’espace du monde matériel. 
On appelle les propriétés « de l’espace » celles qui déter- 
minent la forme, les dimensions et la position mutuelle 
des corps. Il est évident que l’activité pratique des hommes 
nécessite la connaissance de telles propriétés des corps. 
Les connaissances géométriques initiales ont été accumulées 
par l'homme inductivement en se basant sur un très grand 
nombre d'observations ct d'expériences. Mais le processus 
même d’accumulation de vérités géométriques a fait voir 
que beaucoup parmi elles peuvent être obtenues à partir des 
autres vérités par la déduction sans qu'on ait recours à 
l'expérience. 

Ainsi, par exemple, toute une série d'observations et 
l'expérience nous amènent à la conclusion que « par deux 
points différents il passe exactement une droite ». En se 
servant de cette vérité on peut affirmer (abstraction faite 
de l'expérience) que « deux droites différentes passent au 
plus par un point commun». Les raisonnements suivants 
fort simples permettent d'arriver à cette nouvelle vérité. 
En cffet, si l’on admet qu'il existe deux droites différentes 
ayant au moins deux points en commun, il s'ensuit que 
par deux points passent deux droites différentes, ce qui 
contredit l'énoncé primaire. 

L'activité pratique des hommes a permis d'etablir 
un grand nombre de vérités géométriques qui reflètent nos 
connaissances spatiales du monde matériel. Leur étude 
détaillée a montré que les unes s’obtiennent des autres par 
la déduction logique. Ce fait a suggéré une idée de choisir 
parmi toutes les notions géométriques les plus simples et 
portant un caractère général qu'on adopte sans démonstra- 
tion préalable, toutes les autres propriétés et dépendances 
géométriques étant déduites de ces notions fondamentales, 
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Une telle idée a fait son apparition à l'époque même 
de l'antiquité: les géomètres de la Grèce antique ont déjà 
commencé à systématiser les vérités géométriques connues 
en les déduisant des propositions fondamentales relative- 
ment peu nombreuses. 300 ans avant notre èro le géomètre 
grec Euclide d'Alexandrie a fait un exposé le plus complet 
de la base axiomatique de la géométrie de son époque. 
Dans cet exposé on a choisi des propositions adoptées 
sans démonstration, ce qu'on appelle axiomes (gr. axiôma, 
estimation). Toutes les autres propositions dont la justes- 
se nécessito une démonstration s'appellent théorèmes (gr. 
théôrèma, objet d'étude). 

Le système d'Euclide est resté en vigueur bien des 
siècles et aujourd'hui même les cours d'école géométriques 
sont, sous un certain aspect, grandement influencés par 
ce système. Ainsi, la base axiomatique se compose d'un 
nombre relativement petit des vérités fondamentales — 
axiomes, obtenues par l'induction et adoptées sans démons- 
tration préalable, toutes les autres étant déduites do cel- 
les-ci. 

Aujourd'hui les géomôtres s'appliquent à déterminer 
tous les axiomes nécessaires pour construire une base axio- 
matique et à diminuer autant que possible leur nombre. 
Même la fin du XIXe siècle a déjà vu commencer ces travaux 
mais, bien qu'on ait enregistré des progrès importants, 
ils sont loin d'être terminés. 

En résumant l'exposé ci-dessus on peut répondre à 
la question posée: qu'est-ce qu'une démonstration géomé- 
trique ? Commo on l’a vu une démonstration représente 
donc un système de déductions qui sert à démontrer la justes- 
se d'une hypothèse en faisant appel aux axiomes et énoncés 
déjà démontrés. 

Il ne reste pour terminer qu'à répondre à une question: 
où sont les garants de la justesse des propositions ainsi 
déduites ? La justesse d’une conclusion déductive réside 
dans le fait qu'on y applique certaines lois d'ordre géné- 
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ral à des cas particuliers, étant donné qu'il est parfaitement 
évident que tout ce qui est juste toujours et en général 
le restera dans chaque cas particulier. 

Si l'on dit, par exemple, que la somme des angles de 
tout triangle est égale à 180° et que la figure ABC est un 
triangle, nul doute que À + Ê + Ô — 180°. Une étude 
plus détaillée de la géométrie fait la preuve du caractère 
identique de nos raisonnements géométriques. 


IL. À QUOI SERT UNE DÉMONSTRA TION 
GÉOMÉTRIQUE? 


« 


1. Essayons maintenant de répondre à la deuxième 
question : « À quoi sert une démonstration géométrique ? ». 
La nécessité de la démonstration est une conséquence 
do l’une des lois fondamentales de la logique (science des 
lois de la pensée), principe de la raison suffisante. Cetto 
loi exige que toute affirmation une fois formulée soit bien 
argumentée de façon à confirmer sa justesse et sa concor- 
dance avec des faits et uno réalité. Ces arguments peuvent 
être représentés aussi bien par l'indication sur la possibi- 
lité de sa vérification expérimentale que par un raisonne- 
ment rigoureux avec un système de déductions. 

En mathématiques prédomine l'argumentation de ce 
dernier type. 

La démonstration d’une hypothèse géométrique a pour 
objet l'établissement de son authenticité par la déduction 
logique tirée des vérités connues ou une fois démontrées. 

Mais la question suivante se pose alors tout à fait natu- 
rellement: faut-il recourir à une démonstration si une 
hypothèse à démontrer est assez évidente sans aucune dé- 
monstration? 

C'est à peu près le point do vue des mathématiciens 
indiens de l'époque du Moyen Âge. Au lieu de démontrer 
certaines hypothèses géométriques ils se sont bornés à les 
accompagner de dessins assez expressifs avec une inscrip- 
tion éloquente « regarde !». Voici, par exemple, le théorème 
de Pythagore dans l'interprétation du mathématicien indien 
Bkhaskara Atcharia empruntée de son livre « Lilavati » 
(fig. 2). En examinant ces deux dessins le lecteur doit 
« découvrir » que dans un triangle rectangle le carré cons- 
truit sur l'hypoténuse cest équivalent à la somme des car- 
rés construits sur les autres côtés. 
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Peut-on dire que dans ce cas il n'y a pratiquement aucu- 
ne démonstration ? Bien sûr que non ! Si le lecteur regarde 
tout simplement ces dessins sans fairo appel aux raisonne- 
ments, il est peu probable qu'il en vienne à une conclusion 
quelconque. Mais l'auteur suppose évidemment que le 
lecteur non seulement regarde mais qu'il réfléchisse en 
même temps à ces dessins. Lo lecteur doit comprendre qu'il 
voit deux carrés égaux dont les aires sont naturellement 
égales. Le premier se compose de quatre triangles rectangles 
égaux et d’un carré construit sur l'hypoténuse cet le deuxiè- 
me, de quatre triangles rectangles identiques et de deux 
carrés construits sur les côtés de l'angle droit. Il ne reste 
qu'à comprendre que si de deux grandeurs égales (aires 
do deux grands carrés égaux) on retranche une même gran- 
deur (aires de quatre triangles rectangles), on obtient des 
aires identiques: dans le premier cas — un carré construit 
sur l'hypoténuse, dans le deuxième — deux carrés construits 
sur les côtés de l'angle droit. Comme on le voit, l'évidence 
y est insuffisante, il faut de plus savoir réfléchir cet rai- 
sonner. 

Mais pout-il so faire qu'il existe quand même dans la 
géométrie des théorèmes dont la justesse est tellement évi- 
dente qu'on peut les admettro sans aucun raisonnement ? 

Avant tout il faut dire que dans les sciences exactes 
il est impossible d'avoir constamment recours à l'évidence, 
étant donné que la notion « d'évidence » est extrêmement 
imprécise et instable: le même fait peut bien être évident 
pour un individu et fort douteux pour l'autre. Il suffit pour 
cela do se rappeler comment intérprètent, par exemple, 
un môêmo évènement les témoins pour comprendre dans 
quelle mesure il est difficile d'établir la vérité d'après 
les dépositions des prétendus « témoins oculaires ». 

Donnons un exemple géométrique fort intéressant qui 
montre que l'évidence apparente peut être trompeuse. On 
prend une feuille de papier sur laquelle on trace une ligno 
continue fermée ot on la coupe ensuite suivant cette ligne. 


122 


La question se pose de savoir : quelle forme aura cette feuil- 
le les extrémités de coupe étant réunies ? Beaucoup de 
lecteurs diront probablement sans trop réfléchir qu'elle 
se divisera en deux. Mais il peut s'avérer qu'une telle repon- 
se ne soit pas juste. Faisons une expérience sui- 
vante: prenons un ruban do papier ct collons ensemble ses 
extrémités en retournant au préalable l’une d'elles de façon 
qu'il se forme un anneau. On obtient ainsi ce qu'on appelle 
«ruban de Moebius » (fig. 3). (Mocbius, mathématicien alle- 
mand, qui avait étudié les surfaces de cette forme.) Si l’on 
coupe maintenant cette feuille suivant la ligne fermée 
tracée le long du ruban en veillant à ce que la coupure 
a lieu approximativement au milieu du ruban, alors la 
fouille ne se divisera pas en deux, nous aurons 
toujours une seule feuille. Ces faits donnent à réfléchir 
à quel point faut-il se fier à l'« évidence ». 

2. Essayons d'analyser plus en détail ce problème. 
En tant qu'un exemple considérons le cas par lequel nous 
avons commencé notre exposé. Notre écolièro a été bien 
frappée de voir l’instituteur dessiner deux triangles égaux 
pour démontrer ensuite le fait apparemment évident qu'ils 
sont égaux. En réalité il s'agissait bien d'autre chose: 
linstitutour n'a jamais dessiné 
des triangles égaux, mais en traçant 
lo triangle ABC (fig. 4) il a tout simplement dit que Île 
triangle À'B'C' cest construit do façon que ÀA’B’ — AB, 
B'C' = BC et B — B' en soulignant qu'on ne connaît 
rien sur l'égalité de À’ et À, C” et C et des côtés A'C’ et 
AC (c'est qu'il n’a pas construit les angles A’ et C” iden- 
tiques à À et C et lo côté A’C’ égal à AC). 

Ainsi, dans ce cas nous devons, en partant des données 
A'B' = AB; B'C' = BC et B' = B, déduire l'éga- 
lité des triangles, c.-à-d. l'égalité de tous les autres 
éléments, mais pour cela il faut évidemment raisonner, 
autrement dit, construire une démonstration. Il est facilo 
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Fig. 4 


l'ig. 5 


Fig. 6 


de montrer que l'égalité des triangles ayant trois couples 
d'éléments correspondants égaux est loin d'être « évidente », 
comme cela peut apparaître à première vue. Modifions quel- 
que peu l'hypothèse du premier théorème sur l'égalité 
des triangles: soit deux triangles ayant doux côlés égaux 
deux à doux ct les angles égaux qui ne sont pas compris 
entre les côtés égaux, mais sont opposés à l'un d'eux, ZC 
et B'C' par exemple. Pour les triangles ABC et A’B'C' on 
aura alors A'B' — AB, B'C' = BC et À’ = À. Que pouvons- 
nous dire de tels triangles ? À on juger par analogie avec 
le premier cas de l'égalité des triangles on pout s'attendre 
à ce quo cette fois-ci les triangles sont de même égaux 
mais la fig. 5 ne laisse aucun doute que les triangles ABC 
ot A’B'C", bien qu'ils satisfassent aux hypothèses 4°B° — 
— AB, B'C' — BC et À’ — À, sont loins d'être égaux. 

Les exemples de ce type nous obligent à être attentifs à 
nos raisonnements tout en faisant voir que seule une démons- 
tration correcte peut assurer l'authenticité des propositions 
à démontrer. 

3. Passons maintenant au deuxième théorème, notam- 
ment, au théorème sur l'angle extérieur d'un triangle, 
problème qui a bouleversé mon voisin Anatole. En effet, 
on voit bien sur le dessin en question emprunté d'un manuel 
de géométrie que l'angle extérieur est obtus et les angles 
intérieurs, qui ne lui sont pas adjacents, aigus. Cela saute 
même aux yeux. Mais peut-on en conclure que cela nous 
délivre de toute démonstration ? Bien sûr que non! Car 
dans ce théorème il s'agit non seulement d'un triangle de 
forme déterminée mais de tout triangle dont la forme 
peut être bien autre que celle représentée dans le manuel. 

Supposons, par exemple, que le point À s'éloigne du 
point C suivant une droite. On obtient alors le triangle 
ABC (fig. 6) de la forme telle que l'angle au point B est 
obtus lui aussi. Si le point À s'éloigne du point C, disons, 
à 10 mètres, dans ce triangle étiré un simple rapporteur 
d'école ne distinguora tout simplement pas l'angle inté- 
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rieur À de celui extérieur. Et si, par exemple, le point 
A s'éloigne du point € à une distance égale à celle de la 
Terre au Soleil, alors tout instrument goniométrique des plus 
modernes sera impuissant à distinguer ces angles. 
D'où il devient clair que pour ce théorème lui aussi on 
ne peut pas parler de 1” « évidence ». Une démonstration 
rigoureuse de ce théorème n'est pas liée à la forme 
fortuite du triangle représenté sur le dessin et montre que 
le théorème sur l'angle extérieur est parfaitement valable 
pour nimporte quels triangles indépendamment 
de longueurs relatives de leurs côtés. C'est pourquoi même 
dans les cas où la différence entre les angles extérieur et 
intérieur est à tel point insignifiante qu'elle échappe à nos 
instruments de mesure, nous sommes quand même certains 
qu'elle existo toujours. Car nous avons démontré 
que l'angle extérieur d'un triangle cest toujours ct dans 
tous les cas plus grand que tout angle intérieur qui n'est 
pas supplémentaire du premier. 

En rapport avec cet exemple il convient de souligner 
le rôle du dessin pour toute démonstration géométrique. 
Mais il est à retenir que le dessin n'est qu'un moyen 
auxiliaire de la démonstration, qu'il ne représente 
qu'un exemple, un cas particulier de toute 
une classe de figures géométriques, que vise le théorème con- 
sidéré. Il importe donc de savoir distinguer sur le dessin 
des propriétés communes, générales d'une figure géométri- 
que de celles accidentelles et particulières. Ainsi, par exem- 
ple, le fait que sur le dessin qui illustre dans le manuel le 
théorème considéré l'angle extérieur est obtus et ceux inté- 
rieurs — aigus s'avère absolument fortuit. [1 est alors clair 
qu'il serait injustifié d'avoir recours à de tels faits acciden- 
tels pour la démonstration d'une propriété commune à tous les 
triangles. 

Une particularité essentielle de la démonstration 
géométrique qui la rend d'ailleurs absolument indispensable 
réside dans le fait que celle-ci permet d'établir certaines 
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propriétés générales des figures de l'espace. Si la dé- 
monstration est correcte ct est basée sur des données initiales 
justes, cela nous donne la certitude absolue de la justes- 
se de la proposition à démontrer. C'est pour cette raison 
qu'on est sûr quo tout théorèmo géométrique, celui de Pytha- 
gore par exemple, soit vrai pour tous les triangles quels que 
soient leurs côtés, de quelques millimètres jusqu'aux mil- 
lions de kilomètres. 

4, Il existe, enfin, encore uno raison fort importante 
prédéterminant la nécessité do la démonstration. Le fait 
est que la géométrie représente non pas un assortiment de 
vérités fortuites appelées à décrire les propriétés de l'espace 
des corps, mais un système scientifique 
fondé sur des strictes lois. Chaque théorème est organique- 
ment lié dans ce système à tout un ensemble de propositions 
déjà démontrées. La démonstration est donc appelée 
à mettre en évidence ces rapports. Ainsi, par exemple, la 
démonstration du théorème bien connu sur la somme des 
angles intérieurs d’un triangle est basée sur les propriétés 
des droites parallèles, ce qui fait immédiatement voir les 
rapports directs entre la théorie des droites parallèles et les 
propriétés des sommes des angles intérieurs de polygones. 
De même toute la théorie de la similitude des figures géomé- 
triques est bâtie sur les propriétés des droites parallèles. 

Chaque théorème géométrique est donc lié par tout un 
système de déductions à des théorèmes déjà démontrés qui 
à leur tour, le sont à ceux démontrés plus tôt, et ainsi de suite 
jusqu'à ce qu’on parvienne à des axiomes et définitions fon- 
damentales sur lesquels repose tout l'édifice de géométrie. 
Ces liens sont faciles à suivre en prenant n'importe quel théo- 
rème géométrique et en examinant toutes les propositions 
qui lui servent de fondement. 

En résumant ce bref exposé sur la nécessité de'la démons- 
tration, on peut en conclure: 

a) On n'admet en géométrie sans démonstration qu'un 
nombre restreint de vérités fondamentales, axiomes. Toutes 


127 


les autres propositions, théorèmes, doivent être déduites de 
ces axiomes. La justesse des axiomes mêmes, ainsi que des 
théorèmes démontrés à l'aide de ces axiomes découle de l'ex- 
périence multiséculaire et de nombreuses observations. 

b) La démonstration s'avère être nécessaire en vertu d’une 
des lois fondamentales de notre pensée — principe de la 
raison suffisante, qui exige un bien-fondé rigoureux de toutes 
nos affirmations. 

c) Dans une démonstration correcte on ne peut avoir re- 
cours qu'à des propositions déjà démontrées, sans prétexter 
l'évidence d'aucune façon *). 

d) La démonstration s'avère être nécessaire ne serait-ce 
que vu le caractère général d'une hypothèse pour pouvoir 
donc l'appliquer à tous les cas particuliers. 

e) La démonstration permet, enfin, do faire des vérités 
géométriques un système harmonieux des connaissan- 
ces scientifiques, faisant voir les rapports intrinsèques entre 
les différentes propriétés des formes de l'espace. 


#) Bion des hypothèses scientifiques dont l'évidence avait été incontestable se 
sont avérées fausses par la suite. Toute hypothèse scientifique exige une dé- 
monstration rigoureuso. 


TITI. QUELLE DOIT ÊTRE UNE DÉMONSTRATION ? 


1. Passons maintenant au problème suivant: à quel- 
les conditions doit satisfaire la démonstration pour que l'on 
puisse la considérer comme correcte, c.-à-d. pour qu'elle 
puisse garantir la justesse de la déduction partant des pré- 
misses justes? Notons avant tout que chaque démonstration 
se compose d'une série de déductions, donc la justesse ou 
la fausseté de la démonstration dépendent de la justesse ou de 
la fausseté de ses déductions. 

Comme nous l'avons vu plus haut, toute déduction repré- 
sente l'application d'une certaine loi générale à un cas par- 
ticulier. Afin d'éviter toute erreur dans la déduction il faut 
retenir certains schémas pour savoir représenter les rapports 
entre toutes les notions, y compris celles géométriques. Pour 
plus de clarté citons un exemple. Supposons qu’on ait une 
déduction : 1) Les diagonales de tous les rectangles sont éga- 
les. 2) Tous les carrés sont des rectangles. 3) Conclusion: 
les diagonales do tous les carrés sont égales. 

En quoi consistent donc nos raisonnements? La première 
proposition établit une certaine loi générale qui affirme que 
tous les rectangles, c.-à-d. toute une classe des 
figures géométriques appelées rectangles, appartiennent à 
la classe des quadrilatères dont les diagonales sont égales. 
La deuxième proposition consiste en affirmation que toute 
la classe des carrés représente une partie de la classo des 
rectangles. Ainsi nous pouvons en conclure à juste raison 
que toute la classe des carrés est une partie de la classe des 
quadrilatères dont les diagonales sont égales. Exprimons 
cette déduction sous une forme générale. Désignons par P 
la plus vaste classe (quadrilatères dont les diagonales sont 
égales), par AZ la classe intermédiaire (rectangles) et, enfin, 
par $ la plus petite classe (carrés). Alors notre déduction 
prendra la forme schématique suivante: 

1) Tous les A7 sont P. 
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2) Tous les S sont Àf. 

3) Conclusion: tous les S sont P. 

Cette relation admet une interprétation graphique fort sim- 
ple. Représentons la plus vaste classe 2 sous formo d’un 
grand cercle (fig. 7), la classe A7, sous forme d’un cercle plus 
pelit entièrement compris à l'intérieur du premier. La classe 
S prendra alors la forme d'un cercle encore plus petit disposé 
complètement à l’intérieur du deuxième. Nul doute que pour 
une telle disposition de cercles le cercle $ se trouve entiè- 
rement inclus dans le corcle P. 

Notons qu'une telle image de rapports entre des notions 
avait été introduite par lo grand mathématicien Leonhard 
Euler (1707-1783), membre do l'Académie des Sciences de 
St-Pétersbourg. 

Lo schéma de co type permet de représenter également 
d’autres formes de déductions. ExXaminons encore une déduc- 
tion qui amèno à la conclusion négative : 

1) Tous les quadrilatères dont la somme des angles oppo- 
sés n'est pas égale à 180° ne peuvent pas être inscrits dans 
le cercle. 

2) La somme des angles opposés d'un parallélogramme 
obliquangle n'est pas égale à 180°. 

3) Conclusion: le parallélogramme obliquangle ne peut 
pas ètre inscrit dans le cercle. Désignons par P la classe des 
quadrilatères qu’on no peut pas inscrire dans le cercle, par A1 
colle dont la somme des angles opposés n'est pas égale à 180° 
ot par S, la classe des parallélogrammes obliquangles. 
Notre déduction prendra alors la forme suivante : 

1) Aucun 47 n'est P. 

2) Tous les S sont 47. 

3) Conclusion: aucun S n'est P. 

Cette relation peut également être représentée d'une manière 
évidente à l’aide de cercles d'Lulcr (fig. 8). 

La majorité écrasante des déductions géométriques sont 
conformes à ces deux schémas. 

2. Uno telle image de rapports existant entre les notions 
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Fig. 7 


Fig. à 


O* 


géométriques permet de mieux comprendre la structuro 
de touto déduction et de révéler des erreurs dans les déduc- 
tions erronées. 

À titre d'exomple examinons le raisonnement d’un élè- 
ve de troisième mentionné plus haut et que l'instituteur 
avait reconnu faux. Le voici: 

1) Les sommes des côtés opposés de tous les quadrilatè- 
res circonscrits sont égales. 

2) Les sommes des côtés opposés du trapèze donné sont 
égales. 

3) Conclusion : le trapèze donné peut être circonscrit au 
cercle. 

Si l'on désigne par P la classe des quadrilatères circon- 
scrits, par AJ celle dont les sommes des côtés opposés sont éga- 
les et par S la classe des trapèzes dont la somme des bases 
est égale à celle des côtés latéraux, les raisonnements ci-des- 
sus peuvent être ramenés au schéma suivant: 

1) Tous les P sont A7. 

2) Tous les S sont A7. 

3) La conclusion : « tous les S sont P» est fausse, 
car en représentant les rapports entre les classes à l'aide de 
cercles d'Euler (fig. 9), il est aisé de voir que, bien que P 
et S soient entièrement inclus dans Àf, on ne peut rien dire 
sur la relation entre S et ?. 

Pour mieux voir la fausseté de la conclusion ainsi obtenue 
donnons à titre d'exemple une déduction tout à fait analo- 
gue : 

1) La somme de tous les angles adjacents supplémentaires 
est égale à 180°. 

2) La somme de deux angles donnés est égale à 180°. 

3) Conclusion: par conséquent, ces deux angles sont 
adjacents supplémentaires. Cette conclusion est certaine- 
ment fausse, car ces deux angles peuvent être égaux en som- 
me à 180°, sans être adjacents (angles opposés d'un quadri- 
latère inscrit par exemple). D'où viennent donc de telles 
erreurs? La cause en est que celui qui raisonne ainsi cite 
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l'ig. 9 


au lieu d'un théorème réciproque celui direct. 
L'exemple ci-dessus concernant un quadrilatère circonscrit 
a pour base lo théorème qui dit que les sommes des côtés 
opposés d'un quadrilatère circonscrit sont égales. La dé- 
monstration de la réciproque, à savoir: « dans tout quadri- 
latère dont les sommes des côtés opposés sont égales on pout 
inscrire un cercle » ne figure pas dans le manuel de géométrie, 
bien qu'elle puisse être démontrée, ce que nous allons faire 
dans la suite. 

Ce théorème une fois démontré, une déduction correcte 
prendrait alors la forme suivante : 

1) Dans tout quadrilatèro dont les sommes des côtés 
opposés sont égales on peut inscrire un cercle. 

2) La somme des bases du trapèze donné cest égale à celle 
des côtés latéraux. 

3) Conclusion: par conséquent, dans le trapèzo donné 
on peut inscrire un cercle. Cette’ conclusion est absolument 
juste, car elle est faite d'après le schéma représenté à la fig. 6. 
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1) Tous Îles A7 sont P. 

2) Tous les S sont AJ. 

3) Conclusion: tous les ;$ sont ?, 

L'erreur de notre élève consistait en ce qui suit : au lieu 
de citer le théorème réciproque, il a choisi celui direct. 

3. Démontrons maintenant ce théorème réciproque fort 
important. 

@ THÉORÈME. Dans tout quadrilatère dont les sommes des 
côtés opposés sont égales on peut inscrire un cercle. 

Notons pour commencer que si dans un quadrilatère 
on peut inscrire un cercle, son centre est équidistant de tous 
ses côtés. Mais vu qu'une bissectrice d’un angle est le licu 
géométrique des points équidistants de ses côtés, le centre 
du cercle inscrit so trouve sur la bissectrice de chaque 
angle intérieur. Ainsi donc, le centre du cercle inscrit est 
le point d'intersection de quatre bissectrices des angles inté- 
rieurs d'un quadrilatère. 

Plus loin, si au moins trois bissectrices d'un quadrilatère 
se coupent en un même point, la quatrième bissectrice passe 
par co même point, équidistant de tous les quatre côtés 
et coïncidant avec le centre du cercle inscrit. Etant donné 
que la démonstration de ce fait est analoguo à la démonstra- 
tion du théorème sur l'existence d'un cercle inscrit dans un 
triangle, nous laissons au lecteur le soin de le faire personnel- 
lement. 

Passons maintenant à la démonstration proprement dite. 
Nous avons donc le quadrilatère ABCD (fig. 10) qui satis- 
fait à la relation 


AB + CD = BC + AD. (1) 


Avant tout il nous faut éliminer de la démonstration Île 
cas, où le quadrilatère considéré se trouve être un losange, 
car les diagonales du losange sont les bissectrices des angles 
intérieurs et leur point d’intersection coïncide avec le centre 
du cercle inscrit, c.-à-d. le cercle est toujours inscriptible 
dans le losange, Supposons donc que le quadrilatère ait deux 
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Fig. 10 


côtés consécutifs inégaux. Soit, par excmple, AB >> BC. 
Alors en vertu de l'égalité (1) on a : CD << AD. Portons sur 
AB le segment BE = BC pour obtenir le triangle isocèle 
BCE. Portant ensuite sur AD le segment D} — CD on ob- 
tient le triangle isocèle CDF. Nous allons démontrer que le 


AAËLF est également isocèle. En effet, en mettant dans l'é- 
galité (1) BC dans le premier membre et CD dans le second, 
on obtient: AB — BC = AD — CD, mais AB — BC — 
— AE, AD — CD = AF. D'où AE — AF et le trianglo 
AËF est isocèle. Dans les trois triangles isocèles ainsi obte- 
nus menons les bissectrices des angles au sommet, c.-à-d. 
les bissectrices des angles 2, D et À. Ces trois bissectrices 
sont perpendiculaires aux bases C£, CF et EF et passent par 
lours milieux. Par conséquent, elles représentent les perpen- 
diculaires élevées des milieux des côtés du triangle CZÆF 
et, de ce fait, doivent so couper toutes en un même point. 
Par conséquent, les trois bissoctrices du quadrilatère consi- 
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déré se coupent en un même point qui, comme on l’a dit plus 
haut, est le centre du cercle inscrit. 

4. Comme nous venons de le dire, on tombe souvent dans 
l'erreur en so référant lors de la démonstration au théorème 
direct au lieu do sa réciproque. Il faut être très attentif 
à no pas tomber dans cette piège. Ainsi, par exemple, si l’on 
propose aux élèves de déterminer la forme d'un triangle dont 
les côtés ont 3, 4 et 5 unités de longueur, ils disent souvent 
que c'est un triangle rectangle, étant donné que la somme des 
carrés construits sur ses deux côtés, 3° + 4%, est égale au 
carré construit sur le troisième, 5°, en citant le théorème 
de Pythagore, bien qu'il soit juste de se référer à sa récipro- 
que qui affirme que si la somme des carrés construits sur 
deux côtés d'un triangle est égale au carré construit sur le 
troisième, ce triangle cest rectangle. Bien que ce théorème 
figure dans tout manuel d'école, on ne lui accorde souvent 
pas une attention suffisante d'où provient cette erreur. 

Avec cela il est utile d'établir les conditions pour les- 
quelles les théorèmes direct et réciproque sont simultané- 
ment justes. Nous avons déjà montionné certains cas où 
ces deux théorèmes sont simultanément justes, mais il 
existe bien des exemples quand le théorème direct est juste 
et sa réciproque ne l'est pas.”"Ainsi, par exemple, le théorème 
direct affirme d'une façon correcte que les angles verticaux 
sont égaux, tandis que sa réciproque doit affirmer que tous 
les angles égaux sont verticaux, ce qui est faux. 

Pour rendre les rapports entre les théorèmes direct ot 
réciproque plus concrets, faisons de nouveau appel à leur 
image schématique. Si le théorème direct affirme: « Tous 
les S sont P » (« Tous les couples d'angles verticaux l'un 
par rapport à l'autre sont les couples d’angles égaux »), sa 
réciproque doit affirmer: « Tous les P sont S » (« Tous les 
couples d’angles égaux sont les couples d'angles verticaux 
l'un par rapport à l'autre »). En représentant les rapports 
entre les notions du théorème direct à l'aide de cercles 
d'Euler (fig. 11), il est aisé de voir que du fait’que la classe 
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Fig. 11 


Fig. 12 . 


S fait partie de la classe ?, on peut en général, affirmer 
sculement que ecertains ?'sont S». Autrement dit, 
«certains couples d'angles égaux sont les couples d’angles 
verticaux l’un par rapport à l’autre ». Quelles sont donc les 
conditions pour lesquelles les deux propositions «tous les 
S sont ? » et « Lous les P sont $S » soient justes? Il est évi- 
dent que cela ne peut avoir lieu que si, et seulement si, 
les classes S et P sont identiques ($S= ?). Dans 
ce cas le cercle de S coïncide avec celui de ? (fig. 12). 
Ainsi, pour le théorème « Les angles à la base d'un triangle 
isocèle sont égaux » la réciproque « Tous les triangles ayant 
les angles égaux à la base sont isocèles » est également juste. 
La cause en est que la classe des triangles isocèles et celle 
des triangles dont les angles à la base sont égaux coïncident. 
La classe des triangles rectangles et celle des triangles dont 
le carré construit sur un côté quelconque est égal à la somme 
des carrés construits sur les deux autres côtés se confondent 
aussi. Notre élève de troisième a tout simplement eu de la 
chance de résoudre le problème considéré malgré qu'il ait 
utilisé le théorème direct au lieu de sa réciproque. 

Mais cela n'était possible que grâce au fait que la classe 
des quadrilatères dans lesquels on peut inscrire un cercle 
coïncide avec celle dont les sommes des côtés opposés sont 
égales. (Dans ce cas il s'est avéré que « tous les ? sont AJ » 
et «tous les A7 sont P », voir le schéma à la pago 131.) 

Le bref cxposé ci-dessus montre qu'une réciproque, pour 
peu qu'elle soit juste, ne représente aucunement une consé- 
quence immédiate du théorème direct mais nécessile toujours 
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une démonstration à part. 

9. Il peut parfois s'avérer que les théorèmes direct et 
réciproque ne Cadrent pas avec le schéma « Tous les S sont 
P » ou « Tous les P sont S ». Il en est de mème pour les cas 
où ces théorèmes s'expriment sous forme d'un « jugement 
dit conventionnel» dont la représentation schématique 
est: « Si À est PB, alors C est D ». Par exemple: « Si un 
quadrilatère est circonscrit au cercle, les sommes de ses 
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côtés opposés sont égales ». La première partie de la proposi- 
lion, «Si À est Z» s'appelle hypothèse du théorème, la 
seconde — «alors C est D», sa conclusion. La réciproque 
s'obtient donc du théorème direct de sorte que la conclusion 
devient l'hypothèse et vice versa. La représentation d'un 
théorème sous forme d'un jugement conventionnel est 
souvent plus habituelle que sous la forme « Tous les S sont 
P» qu'on appelle «catégorique ». Cependant il est aisé 
de voir que cette différence est sans importance et tout 
jugement conventionnel se transforme facilement en celui 
catégorique et vice versa. Ainsi, par exemple, le théorème 
donné sous une forme conventionnelle: « Si deux droites 
parallèles sont coupées par une transversale, les angles 
alternes-internes qu'elles forment avec celle-ci sont égaux », 
peut être formulé sous une forme catégorique de façon 
suivante : «Deux droites parallèles coupées par une transver- 
sale forment avec elle les angles alternes-internes égaux ». 
Donc, nos raisonnement(s restent en vigueur pour des théo- 
rèmes formulés sous leur forme conventionnelle. La justesse 
simultanée des théorèmes direct et réciproque est assurée 
dans ce cas aussi par la coïncidence des classes des notions 
correspondantes. Ainsi, dans l'exemple que nous venons 
d'examiner les théorèmes direct et réciproque sont simulta- 
nément justes, car la classe des « droites parallèles » est 
identique à celle des « deux droites qui, coupées par une 
transversale, forment avec celle les angles alternes-internes 
Égaux ». 

6. l’assons maintenant à l'eXamen d'autres erreurs dans 
les démonstrations géométriques. Les erreurs dans les 
démonstrations géométriques sont dues souvent à ce qu'on 
a recours à des cas particuliers sans faire attention à d'autres 
propriétés d'une figure donnée. Ainsi, l'erreur dans les 
raisonnements de mon voisin Anatole qui avait cherché 
à démontrer le théorème sur l'angle extérieur de tout triangle 
en se bornant à examiner seul un triangle acutangle dont 
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tous les angles extérieurs sont vraiment obtus et ceux 
intéricurs aigus, porte le même caractère. 

Nous allons donner ci-dessous encore un exemple d’une 
telle erreur bien que cette fois elle soit bien moins apparente. 
Rappelons-nous pour commencer l'exemple donné plus 
haut sur deux triangles inégaunx (cf. fig. 4) dont les 
doux côtés quelconques et l'angle opposé à l’un d'eux sont 
respectivement égaux. Donnons une « démonstration » qui, 
contrairement au fait déjà établi de leur inégalité, affirme 
que de tels triangles sont nécessairement égaux. Cette démons- 
tration présente un intérêt du fait qu'elle ressemble 
beaucoup à celle du troisième cas d'égalité des triangles. 

Ainsi, soient ABC et À'B'C" (fig. 13) deux triangles 
tels que AB = 4A'B', AC = A'C’, Ô = C'. Appliquons lo 
triangle AÀ’B’C" à celui ABC do sorte que lo côté A°B 
coïncide avec AB et le point C”’ prend la position C”. Joi- 
gnons lo point C avec C” et supposons que le segment CC” 
coupe le côté AB quelque part entre les points À ct B 
(fig. 13,a). Par hypothèso lo triangle ACC” cest isocèle 


MX AS x à 
(AC = AC”), d'où ACC" = AC"C et vu que C = C”, en 
retranchant des angles égaux les angles égaux, on obtient 


IN SN 

.BCC” = BC"C ct, donc, le trianglo CBC” est également 
isocèle. C'est pourquoi BC — BC” cet les triangles ABC 
et ABC” sont égaux comme tous les triangles ayant les 
3 côtés respectivement égaux. Par conséquent, À ABC — 
— A A'B'C". 

Si le sogment CC” coupe la droite AB en dehors du seg- 
ment AB, le théorème reste toujours vrai (fig. 13,b). En 
cffet, dans ce cas aussi le triangle ACC” est isocèle ct 


AN MN ; | >: x 
ACC" = AC"C. Mais, étant donné que C = C”, en retran- 
chant ces deux angles des deux angles de l'égalité ci-dessus, 


| DS IX 
on obtient de nouveau que BCC" — BC"C ct le triangle 
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BCC" est isocèle, donc BC — BC". Ainsi on a obtenu unè 
fois de plus le troisième cas d'égalité des triangles, c.-à-d. 
A ABC = AA'B'C'. 

Il paraît que la démonstration est terminée et tous les 
Cas possibles sont. épuisés, Toutefois, on a laissé échapper 
encore un cas où le segment CC” passo par une extrémité 
du segment AZ. Sur la fig. 14 le segment CC” passe par le 
point 2. Il est aisé de voir que dans ce cas nos raisonnements 
ne sont plus valables et les triangles peuvent s'avérer 
absolument différents, comme il est indiqué sur la fig. 14. 

Les théorèmes sur la surface latérale d'un prisme oblique 
et sur le volume identique d'un prisme droit et de celui 
oblique, qui figurent dans beaucoup de manuels de géomé- 
trie élémentaire, représentent un autre exemple instructif 
d'une erreur de ce type. Le premier théorème affirme: « La 
surface latérale d'un prisme est égale au produit du péri- 
mètre d’une section perpendiculaire par son arète latérale ». 
Le deuxième dit: « Chaque prisme à le même volume qu'un 
prisme droit dont la base est une section perpendiculaire 
du prisme oblique et la hauteur, son arête latérale ». Toutc- 
fois il est aisé de voir que ces deux théorèmes ne sont démon- 
trés que pour un cas particulier où les arêtes des prismes 
sont suffisamment longues pour permettre d'y mener une 
section perpendiculaire. Mais il existe toute une classe 
des prismes pour lesquels il est tout simplement impossible 
de tracer une section perpendiculaire coupant toutes les 
arêtes latérales. Ce sont des prismes très obliques d’une 
hauteur insignifiante (fig. 15). Dans un tel prisme unesection 
perpendiculaire à l’une des arêtes latérales ne coupe pas 
toutes les autres arêtes et tous les raisonnements servant 
à la démonstration de ces propositions ne sont plus valables. 
Dans le cas considéré l'erreur est due à l'ancienne habitude 
de s'imaginer un prisme comme une brique d'une hauteur 
considérable, tandis que les prismes de faible hauteur sont 
très peu répandus dans les manuels. Cet exemple illustre 
une fois de plus à quel point il faut être prudent en traçant 
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les dessins dont on se sert dans la démonstration. À chaque 
étape de la démonstration nécessitant une illustration 
graphique quelconque une question se pose naturellement 
de savoir: « Pout-on le faire toujours où non? ». Cette 
question posée lors de la démonstration des théorèmes ci- 
dessus aurail permis de trouver des prismes dont une section 
perpendiculaire est irréalisable. 

7. L'essence de l'erreur des deux derniers exemples 
consiste à démontrer non pas la proposition à démontrer 
mais seulement un certain cas particulier lié à des particu- 
larités d’une figure géométrique donnée. On peut donner 
encore un exemple d'une erreur de ce type, bien qu'elle soit 
plus profonde ct moins évidente. 

Il s'agit de démontrer l'existence des segments incom- 
mensurables, dont l'exposé figure habituellement dans le 
cours de géométrie élémentaire. Rappelons brièvement les 
raisonnements appropriés. On donne d’abord la définition 
de commune mesure de deux segments et on établit qu'elle 
peut être portée bout à bout un nombre entior de fois sur 
la somme ct la différence des segments donnés. On introduit 
ensuite la méthode de détermination de la commune mesure 
connue dès l'époque d'Euclide; c'est de porter bout à bout 
le petit segment sur le grand, le premier segment restant 
sur le petit segment, le deuxième segment restant sur lo 
premier segment restant et ainsi de suite. Le segment restant 
qu'on peut porter bout à bout un nombre entier de fois 
sur celui précédent représente donc la plus grande commune 
mesure do segments donnés. On définit ensuite que les 
segments ayant une commune mesure sont dits comnmenstu- 
rables et ceux qui n’ont pas de commune mesure, incommen- 
surables. Mais le fait mème d'existence des segments incom- 
mensurables doit être démontré théoriquement ne serait-ce 
que pour un seul couple de tels segments. À titre d'exemple 
on cito souvent le fait que la diagonale d'un carré est incom- 
mensurable avec son côté. La démonstration en cst ceuclidien- 
ne: on porto successivement le côté d'un carré sur sa diago- 
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nale, le segment restant sur son côté, etc. Îl s'avère alors 
que la différence ontre la diagonale et le côté d'un carré 
représente le côté d'un nouveau carré, on porte ce dernier 
côté sur la nouvelle diagonale, etc., donc un tel processus 
est à n'en plus finir, d'où il s'ensuit que la plus grande com- 
mune mesure de la diagonale d'un carré et de son côté 
n'existe pas. On en conclut enfin: par conséquent, il est 
impossible de trouver la commune mesure de la diagonale 
d'un carré et de son côté, donc, ils sont incommensura- 
bles. 

En quoi consiste la fausseté d'une telle conclusion? 
La cause en cest que de l'impossibilité de 
trouver la commune mesure par la mé- 
thode d'Euclide il ne s'ensuit aucunement qu'une 
telle commune mesure n'existe pas. C'est que si l’on ne peut 
pas trouver un objet par un procédé quelconque, cela ne 
signifie nullement qu'il n'existe pas, car on peut bien le 
trouver par d'autres procédés. Ainsi, par exemple, nous 
n'aurions pu admettre le raisonnement suivant : «Vu qu'au- 
cun microscope ne permet de déceler les électrons, donc ils 
n'existent pas ». Il est aisé de voir qu'aux raisonnements 
de ce type on peut objecter comme suit: « Il existe, outre 
les microscopes, d'autres moyons et méthodes pour prouver 
l'existence des électrons ». 

Ainsi, pour rendre la démonstration d'existence de 
segments incommensurables tout à fait valable il faut démon- 
tre rpréalablement la proposition suivante. 

Si le procédé de la recherche de la plus grande commune 
mesure de deux segments peut être indéfiniment prolongé, 
ces deux segmonts sont alors incommensurables. 

Voici la démonstration de cette proposition fort impor- 


tante. Soient a et b deux segments quelconques (par des 
traits au-dessus des lettres nous désignons des segments, 


les lettres sans traits sont des nombres), et a >> b. Supposons 
qu'en reportant successivement b sur a, le premier segment 
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restant r, sur b, elc., on obtienne une suite indéfiniment pro- 


longée de segments restants: Ti Fa Ty +. Chaque resté 
précédent étant plus grand que le suivant. Ainsi, on a 


a >b >r, SR sta suis 


Supposons que les segments a ct b aient p pour commune 
mesure qui, selon une propriété de la commune mesure, 
. être portée bout à bout un nombre entier do fois sur 


l, Sur b et sur chacun des segInents restants ri, l'a, Ta … 
eh maintenant qu'on ait porté celte commune 


—… 


mesure 72 fois sur à, » fois sur b, n, fois sur r,, n2 fois sur 


lo, « «+, D fois sur r',, etc. Les nombres m,n, ni, Na, Na... 
sont des entiers positifs et, en vertu d'inégalités entre les 
segments, on a Îles inégalités correspondantes entre les 
nombres 


m > > 1 > No > 3 > + à 


Etant donné que nous avons supposé la suite de segments 
indéfiniment prolongée, la suite mesurante de nombres 
m, D, Nuys Pos Da, . « . doit l'être également, ce qui 
cst impossible, car une suite décroissante d'enticrs 
positifs no peut être infinie. Une contradiction ainsi obtenue 
nous permet de refuser l'existence de la commune mesure 
de tels segments, c.-à-d. de les reconnaître incommensurables. 
Un carré nous donne un exemple de l'existence des segments, 
pour lesquels le procédé décrit ci-dessus peut être indéfini- 
ment répété, donc la diagonale d'un carré est incommensu- 
rable avec son côté. 

Sans cette proposition supplémentaire que nous venons 
de formuler la démonstration d'existence de segments incom- 
mensurables n'atteint pas le but fixé, car on en démontre 
bien autre chose et non pas la proposition une fois formulée. 

8. Maintenant on passe à d’autres erreurs assez répandues 
dans les démonstrations géométriques. Celles-ci résident 


% 


dans le fait qu'on a recours pour la démonstration à des 
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Fig. 16 


propositions non démontrées. Îl arrive même, pas très sou: 
vent d'ailleurs, que pour une démonstration quelconque 
on fait appel à une proposition à démontrer. Voici, à titre 
d'exemple, un dialogue bien significatif, L'instituteur 
demande: « Pourquoi donc ces droites sont-elles perpendi- 
culaires? ». Réponse: « Parce qu'elles forment un angle 
droit ».— « Pourquoi cet angle est-il droit? » — « Parce 
que les droites sont perpendiculaires ». Une erreur de ce type 
s'appelle « cercle dans la démonstration » et sous une forme 
tellement manifeste ne se rencontre que très rarement. 
Plus souvent on peut se heurter à ces erreurs sous une forme 
camouflée. Ainsi, par exemple, il faut résoudre le problème 
suivant: « Démontrer que si deux bissectrices quelconques 
d'un triangle sont égales, ce triangle est isocèle ». 
Voici la démonstration faite par un écolier: « Suppo- 
sons que la bissectrice AÂZ du triangle ABC soit égale à la 
bissectrice BW (fig. 16). Considérons les triangles À BA/ 
et ABN. Ils sont égaux, vu que ANT = BN, le côté AB est 
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commun et ABN — BAM comme moitiés des angles égaux 
à la base. Ainsi, À ABNM — AABN, et par conséquent 
AN := BI. Considérons maintenant Îles triangles ACNW 
et BCN qui sont égaux, car AM = BN et, de plus, sont 
égaux les angles adjacents à ces côtés. Par conséquent, 
CN = CM, d'où AN + NC = BM + CM, c.-à-d. AC — 
-:BC, ce qu'il fallait démontrer ». 

L'erreur en est qu'on a recours à l'égalité des angles 
à La base d'un triangle. Car cette égalité est une conséquence 
du fait que le triangle considéré est isocèle, c'est précisé- 
ment la proposition qu'il faut démontrer. 

Il arrive qu’on fait également appel à des propositions 
non démontrées en les considérant comme évidentes bien 
qu'elles ne figurent pas parmi les axiomes. Examinons les 
deux exemples suivants. Au cours de l'analyse du problème 
sur la position mutuelle d'une droite et d'un cercle les 
trois cas suivants peuvent se présenter: {) la distance de la 
droite au centre du cercle est plus grande que le rayon — 
la droite est en dehors du cercle; 2) la distance de la droite 
au centre est égale au rayon — la droite et le cercle ont un 
point commun et un seul (tangente); 3) la distance de la 
droite au centre est plus petite que le rayon — la droite 
et le cercle ont deux points communs (sécante). 

Notons que les deux premières propositions sont accom- 
pagnées de démonstrations correctes, et dans le troisième 
cas on dit: « La droite passe par un point situé à l'intérieur 
du cercle, il est donc évident qu'elle coupe 
le cercle ». Toutefois il est aisé de voir que l'expression 
«il est donc évident » équivaut à une proposition géométri- 
que fort importante: « Toute droite passant par un point 
intérieur à un cercle coupe ce cercle en deux points ». À vrai 
dire ce fait est bien évident, mais comme nous l'avons souli- 
gné à maintes reprises la notion même d’évidence est trop 
imprécise et vague. II faut donc considérer cette proposition 
comme un axiome ou bien la démontrer en se basant sur 
d'autres propositions. 
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Un autre exemple consiste à démontrer le théorème 
réciproque sur un quadrilatère circonscrit; on peut trouver 
cette démonstration dans certains manuels de géométrie 
élémentaire. Ainsi, il faut démontrer que si les sommes des 
côtés opposés d'un quadrilatère sont égales, alors un cercle 
peut être inscrit dans ce quadrilatère. 

Voici la démonstration textuelle: € On a AB + CD — 
= BC + AD (fig. 17). Traçons le cercle touchant les côtés 
AB, BC et CD et démontrons qu'il (ouchera également le 
côté AD. Supposons le contraire: qu'il ne louche pas AD. 
En menant du point À la tangente AD,, on obtient un 
quadrilatère circonscrit ABCD,, où, en vertu du théorème 
direct, AB + CD, = BC + AD,. En retranchant membre 
à membre cette égalité de celle donnée, on obtient: CD — 
— CD, = AD; — AD, ou DD, -= AD, — AD, ce qui est 
impossible (la différence de deux côtés du triangle ADD, 
ne peut êtro égale à son troisième côté). Par conséquent, 
le cercle considéré, tout en touchant les côtés AZ, BC et CD, 
touche en méme temps le côté AD ». 

L'erreur de cette démonstration réside dans le fait que 
sans savoir rien de précis sur la position du point À on rai- 
sonne comme si elle était déjà fixée: il faut démontrer 
avant tout que le point de tangence du cercle se trouve entre 
les points À et B. Si les points À ct D se trouvent disposés 
comme il est indiqué à la fig. 18, tous les raisonnements 
ci-dessus sont injustifiés. On peut démontrer que les points 
de tangence doivent se trouver entre les points À et B 
et entre C et D mais vu que cela nous amène à des raisonne- 
ments assez compliqués il vaut micux recourir à la démons- 
ration déjà exposée à la page 134. 

Ainsi, à la question posée plus haut : quelles conditions 
doit vérifier une démonstration pour être correcte, c.-à-d. 
pour pouvoir garantir la justesse d’une proposition à dé- 
montrer, on peut répondre comme suit : 

a) La démonstration ne doit être basée que sur des pra- 
positions justes, c.-à-d. axiomes et théorèmes démontrés. 
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Fig. 17 


Fig. 18 


b) Il faut savoir construire d'une façon correcte toutes 
les déductions faisant partie d’une démonstration quel- 
conque. 

c) Il ne faut jamais perdre de vue le but final de toute 
démonstration, à savoir: établir la justesse de la proposi- 
tion formulée sans la remplacer en aucune manière par une 
autre *). 

9. Ces exigences une fois formulées la question se pose 
naturellement de savoir: comment aboutit-on à des démon- 
strations correctes ? 

Nous donnerons ci-dessous quelques conseils utiles. 
Il convient avant tout de savoir comprendre l'idée 
maîtresse de toute proposilion géométrique formulée 
ou, en d'autres termes, l'objet de la démonstration. Il 
arrive assez souvent que cette idée est exprimée d'une façon 
assez imprécise. Par exemple: «Il faut démontrer qu'en 
joignant successivement les milieux des côtés d'un quadri- 
latère on obtient un parallélogramme ». Comment peut-on 
démontrer qu’on obtient effectivement un parallélogram me ? 
Pour répondre à cette question on se rappelle la défini- 
tion d'un parallélogramme qui est un quadrilatère dont 
les côtés opposés sont parallèles deux à deux. Par conséquent, 
il faut démontrer que les segments ainsi obtenus sont paral- 
lèles. 

Après avoir compris la proposition à démontrer, on 
passe à la détermination des hypothèses du théorème qui 
sont nécessaires pour la démonstration. Dans l'exemple 
ci-dessus on dit qu'on joint les milieux des côtés 
d'un quadrilatère, ce qui signifie qu’on considère précisé- 
ment les points qui divisent chaque côté en deux parties 
égales. 

Nous allons maintenant mettre toutes ces données sous 
une forme symbolique si répandue dans la pratique d'école: 
« on donne » et « il faut démontrer ». Ainsi, si l'on considère 


*) Comme c'était le cas dans l'exemple à ln page 143. 
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Fig. 19 


dans notre exemple le quadrilatère ABCD (fig. 19), M, N, 
P, Q étant les milieux de ses côtés, ce théorème prend alors 
la forme: 

On donne : pour le quadrilatère ABCD on a MA — 
MB, NB = NC, PC = PD, QD = Q4A. 

[1 faut démontrer : MN || PQ, MQ || WP. 

Cette écriture est suivie de la démonstration proprement 
dite. Pour la démonstration il faut utiliser des axiomes et 
théorèmes déjà démontrés ainsi que des relations (il faut 
bien retenir ceci) propres à un théorème donné. 

10. Mais une question se pose naturellement de savoir : 
comment peut-on licr les hypothèses d'un théorème quelcon- 
que à des vérités une fois établies et à la proposition à dé- 
montrer? Comment d'un nombre important de diverses 
propositions choisit-on précisément celles en rapport avec 
le théorème donné? 

Il est le plus raisonnable d'en partir de la proposition 
à démontrer tout en cherchant à répondre à la question 
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suivante: est-ce qu'il existe une proposition quelconque 
dont un corollaire peut servir à démontrer notre proposi- 
tion? Si une telle proposition existe effectivement, tout 
en étant une conséquence des données du problème et des 
théorèmes déjà démontrés, notre problème est donc résolu. 
Sinon, on formule la même question par rapport à celto 
nouvelle proposition, etc. Une telle manière de raisonner 
s'appelle analyse. 

Revenons donc à notre problème où nous devons démon- 
trer le parallélisme de certains segments. Rappelons-nous 
que ces segments joignent les milieux des côtés d'un quadri- 
latère. Cela fait, posons la question suivante: existe-t-il 
parmi Îles propositions déjà démontrées une telle proposi- 
lion où il s'agissait de segments parallèles joignant les 
milicux des côtés d'un polygone? On se souvient aussitôt 
que l'une de ces propositions est le théorème qui dit que 
le segment joignant les milieux de deux côtés d'un triangle 
est parallèle à son troisième côté et égal à sa moitié. Mais 
dans le quadrilatère considéré il n'y a pas de triangles de 
ce type. Mais il n'est pas difficile de le construire. Menons, 
par exemple, la diagonale BD. On obtient alors deux trian- 
gles ABD et BCD dont les segments HQ et NP joignent les 
milieux de deux côtés. Donc, 4/0 || BD et NP || BD; par 
conséquent, VP || 1/Q. Si l'on mène une deuxième diagonale, 
on obtient do la même façon MN || PQ. Cette deuxième 
construction n'est d'ailleurs pas nécessaire, car le premier 
couple de triangles nous donne A1Q — 1/2 BD, NP — 
— 1/2 BD ; par conséquent, 11Q = NP, c.-à-d. les côtés oppo- 
sés MQ et NP du quadrilatère MNPQ sont non seulement 
parallèles mais, do plus, égaux, d'où il s'ensuit directement 
que co quadrilatère est un parallélogramme. 

À titre d'un autro exemple considérons le théorème bien 
connu sur la somme des angles intérieurs d'un triangle. 
Dans ce cas le théorème ne comprend aucune supposition 
spéciale et nous nous bornerons à noter ce qu'il faut démon- 
trer: dans lo triangle ABC (fig. 20) & + B + y — 180°. 
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Fig. 20 


Fig. 21 


De cette proposition à démontrer il s'ensuit qu'il faut 
additionner les trois angles intérieurs du triangle donné. 
Il est plus rationnel de le faire sur la figure même. Construi- 
sons au sommet 2 de l'angle B un angle y’ — y. Le côté 
BD de l'angle y’ est alors parallèle à AC en vertu de l'égalité 
des angles alternes-internes de la sécante BD. En prolongeant 
le côté AB au delà du point B on obtient l'angle CBE 
qu'on désigne par œ’.a” — à comme angles correspondants 
pour les mêmes droites parallèles et la sécante AB. Donc, 
on à œ@’ + B + y’ — 180°, car la somme de ces angles vaut 
l'angle plat. D'où, vu que &° — &, y’ — y on obtient la 
relation cherchée 


a + PB + y — 180°. 


Dans les deux exemples ci-dessus on établit assez rapide- 
ment des liens nécessaires. Mais il arrive qu'on peut établir 
ces liens par toute une série de propositions auxiliaires, 
ce qui rend l'analyse plus longue et plus compliquée. 

11. Donnons un exemple d’une analyse plus compliquée. 
IL faut démontrer le théorème suivant : si l'on circonscrit au 
triangle le cercle et de son point quelconque on abaisse les perpen- 
diculaires sur les côtés du triangle, leurs pieds se trouvent 
disposés sur une même droite (droite de Simpson). 

Procédons à l'analyse. Soient le triangle ABC (fig. 21), 
AI le point quelconque du cercle circonscrit et V, P, Q les 
projections de ce point sur les côtés BC, CA, AB respective- 
ment du triangle donné. Il faut démontrer que W, P, Q 
appartiennent à une même droite. En inscrivant la propo- 
sition à démontrer il faut prendre en considération que le 
fait d'appartenance des points NW, P, Q à une même droite 
équivaut à ce que l'angle NPQ est plat. Donc, on peut 
écrire : 

On donne: MN1BC, MPICA, MO1LAB; le point 
M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC. 


PONS 
Il faut démontrer: WNPQ — 180°. En examinant l'angle 
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MN 
NPQ, on remarque aussitôt qu'il se compose de APN — 6, 


MX MS 

MPA — 90” et de APQ = a. Si l'on réussissait à démontrer 
que l'angle NPQ = 6 + 90° + œ — 180”, Ile théorème 
aurail été demontré. Pour cela il nous suffit de démontrer 
que & + Ô — 90°. Considérons l'angle CPN = a’. Vu que 


AN 
MPC = 90°, on obtient &’ -- ô — 90°. Si l'on réussissait 


maintenant à démontrer que &’ — @&, le théorème aurait 
été démontré. Pour établir cette égalité examinons d'autres 
angles en recourant pour cela aux hypothèses du théorème. 
Les angles droits APT et AOM interceptent le segment 
ANT, donc, un cercle ayant AA7 pour diamètre passe par 
les points P et Q. En vertu des propriétés des angles inscrits, 
TN 
on à ANQ — APQ = a. D'une manière analogue, si l'on 


construit un cercle ayant A/C pour diamètre, on comprend 
aisément qu'il passe par les points P? et N et en vertu des 


ON LAN 
propriétés des angles inscrits CMN = CPN = a’. Essayons 
HN MX 
maintenant de démontrer que AÏQ — CAIN. Remarquons 
à cet effet que le quadrilatère ABC est inscrit, donc la 
somme de ses angles opposés vaut 180°: 
MN Le : 
AMC + B 180, 
ou 
LS NS (1) 
AMQ + OMC + B = 180". 
D'autre part, les angles aux points Q et N du quadrilatère 
BOQIN sont droits, ainsi la somme de ses deux autres 
angles vaut 180°: 
MX un 
OMN + B = 180”, 
ou 
PS LAS (2) 
QMC + CMN + B = 180°. 
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En comparant les égalités (1) et (2), on obtient: 


IS AT = DONS TS 
QMC + CMN + B = AMOQ4- OMC + B, 
d'où 
PR PS 
CMN = AMO, 


c.-à-d. & = «. 
D'où, comme on l'a vu plus haut, il s'ensuit que & + 


AS 
+ ô — 90°, a + Ô + 90° —180° et, enfin, NPQ — 180°. 
S'il nous fallait faire un exposé successif de ces raison- 
nements, on serait obligé de raisonner en sens inverse: 
ON 
de démontrer d'abord que AWQ = CANIN, d'établir ensuite 
les égalités 


AS MN MN MS 
AMQ =MON et CMN = CPN\. 
Pa AS PTE 
De l'égalité CPA = CPN + MPN + 90° — 180° on 
MS AUS 
aurait obtenu également que NPQ = MPN +90 + 


CAS 
+ APQ = 180°, c.-à-d. que les points N, P et Q appartien- 
nent à une même droite. 

Cette méthode de raisonnement inverse à l'analyse et 
utilisée largement dans des manuels scolaires pour la démons- 
tration des théorèmes s'appelle synthèse. Il est plus aisé 
d'exposer les démonstrations géométriques par voie syn- 
thétique mais de toute façon seule l'analyse permet de 
tracor Îla démonstration proprement dite. 

Donc, l'analyse et la synthèse sont deux stades insé- 
parables d'un même processus, de la construction d'une 
démonstration géométrique quelconque. L'analyse est une 
méthode de recherche des voies de la démonstration et la 
synthèse est une méthode d'exposé des démonstrations 
géométriques. 
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Certes, il n'est pas toujours facile de choisir une bonne 
voie qui mène directement à la démonstration d'un théorè- 
me donné. Il arrive souvent de tomber sur des voies détour- 
nées, on les refuse alors pour rechercher d’autres plus di- 
rectes. 

En voici un exemple. On a une proposition à démontrer : 
« Si deux médianes quelconques d'un triangle sont égales, 
le triangle cest isocèle ». On a le triangle ABC dont les 
médianes AA et BN sont égales. À première vue, le plus 
raisonnable c'est d'examiner les triangles ABM et ABN 
pour démontrer leur égalité. Toutefois, il est aisé de voir 
que pour une telle démonstration il n'y a pas de données 
suffisantes : on sait seulement que AA7 = BN ct que AB est 
le côté commun de ces deux triangles. On no sait pas si sont 
égaux leurs angles ou troisièmes côtés. On est donc obligé 
à refuser cette voie. On s'assure de la même façon qu'il 
n'y à aucune raison d'examiner les triangles ACM et BCNW, 
car on ne peut pas démontrer leur égalité vu l'insuffisance 
des données. Recherchons donc d'autres voies. Désignons 
par P lo point d'intersection des médianes et examinons 
les triangles ANP et BMP. Vu l'égalité des médianes et 
étant donné que le point ? se trouve sur le tiers de chaque 


FR 
médiane, on obtient PN = PM, PA = PB «t APN — 


MS 
— BPAI comme angles verticaux. Par conséquent, À ANP — 
— A BMP, d'où AN = BM. Mais vu que ces segments 
font la moitié des côtés correspondants, AC = BC, ce 
qu'il fallait démontrer. 

Seule une longue expérience de résolution de différents 
problèmes sur la démonstration géométrique contribue 
à acquérir l'habitude d'analyser. 

12. Pour conclure faisons remarquer qu'il existe deux 
procédés de démonstration — direct et indirect. 

La démonstration directe consiste à prou- 
ver la justesse de la proposition à démontrer en établissant 
ses liens directs avec des propositions déjà démontrées. 
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La démonstration indirecte consiste en 
ce qu'en mettant en doute la justesse de Ja proposition à 
démontrer ou en la considérant comme fausse on aboutit 
à une contradiction avec les hypothèses ou bien avec des 
propositions déjà démontrées. C'est pour cette raison que 
la démonstration indirecte est également appelée d é mo n- 
stration par l'absurde ou par réduc- 
tion à l'absurde. 

Dans l'exposé ci-dessus on utilisait principalement 
une démonstration directe. Donnons maintenant certains 
exemples de démonstrations par l'absurde. 

Nous commençons par la démonstration du troisième 
cas d'égalité des triangles. Dans des manuels scolaires 
on dit qu'étant donné qu'on ne connaît rien sur l'égalité 
des angles il n’est pas aisé de démontrer ce théorème par 
la méthode de superposition. Néanmoins, si l'on utilise 
la démonstration par l'absurde, on peut bien démontrer 
ce théorème par la superposition. 

Soient deux triangles ABC et A’B'C” (fig. 22), où BC — 
= B'C", CA = C'ÀA", AB — A°B". Transportons le triangle 
A'B'C" sur le triangle ABC de sorte que le côté A’B° cuiïn- 
cide avec AB. Etant donné que nous ne savons rien sur 
l'égalité des angles, nous ne pouvons donc pas affirmer que 
le point €” coïncide avec C. Supposons qu'il prenne la posi- 
tion C”. Joignons les points € et C”. Le triangle ACC” 
est isocèle (par hypothèse AC" — AC), le triangle BCC” 
l'est également (BC” — BC par hypothèse). La hauteur 
AA du triangle isocèle ACC” passe par le point A, milieu 
du côté CC” (car dans un triangle isocèle la hauteur et la 
médiane se confondent). La hauteur BA] du triangle iso- 
cèle BCC" passe elle aussi par le milieu 47 du côté CC”. 
Ainsi, on a obtenu que du point 47 sont élevées deux perpen- 
diculaires AA et BM à une même droite CC”. Ces perpendi- 
culaires ne peuvent se confondre, sinon les points À, B ct 
appartiendraient à une méme droite, ce qui est impossible 
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vu que les points € et C” (et par conséquent tout les egment) 
sont disposés d’un méme côté de la droite AB. 

Ainsi, on est amené à conclure qu'en admettant la 
non-coïncidence des points € et C” on peut élever d'un 
même point À/ deux perpendiculaires différentes à la même 
droite CC”. Mais cela est en contradiction avec les proprié- 
tés déjà établies d’une perpendiculaire. Par conséquent, si 
l’on superpose l'un de ces triangles à l’autre, le point C° 
doit coïncider avec le point €’, et on obtient que AABC — 
=: A A'B'C’. 

Considérons, à titre d'un autre exemple, la proposition 
déjà formulée : si deux bissectrices d’un triangle sont égales, 
ce triangle cest isocèle. 

Soient le triangle ABC et ses deux bissectrices AM et 
BN (fig. 23). 

Mettons ce théorème sous une forme usuelle. 


MS PSN 
On donne: dans le triangle ABC on a CAM = BAM, 


LS MS 
CBN = ABN, AM = BN. 

Il faut démontrer: AC = BC. 

Nous démontrerons ce théorème par la réduction à l’ab- 
surde. Supposons que le triangle donné ne soit pas isocèle 
et, pour fixer les idées, posons AC > BC. S'il en est ainsi, 

die LAN 
on obtient que ABC > CAB. Après avoir numéroté les 
angles, comme cela est indiqué sur la fig. 23, on obtient 


que 3 >{. Comparons maintenant les triangles ABM et 
ABN : AB est leur côté commun, AY = BN par hypothèse 
et les angles compris entre les côtés respectivement égaux 
ne sont pas égaux. Par conséquent, le côté opposé à un angle 
plus grand est plus grand que l'autre, c.-à-d. AN > BM. 
Menons par le point # le segment VD égal et parallèle 
à AM. Le quadrilatère AMDN est alors un parallélogram- 
me, d'où AMD = AN et 5=2. En joignant B et D, on obtient 
le triangle isocèle BDN, car ND = AM = BN. 
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D'autre part, dans le triangle BDM le côté AID = AN, 
mais AN = BM, par conséquent, 1/D > BM, d'où 76. 
Mais 4 5, car 5—=2—[ ct =, mais 81. En additionnant 
membre à membre les inégalités 16 et À 5, on obtient : 


EE MN MN 

4+755+06, c.-à-d. BDN > DBN. D'où il s'ensuit que 
les angles à la base du triangle isocèle BDN ne sont 
pas égaux. La contradiction ainsi obtenue nous oblige 
à rofuscr l'hypothèse AC >> BC. En raisonnant d'une ma- 
nière analogue on pourrait bien refuter l'hypothèse BC > 
> AC. Donc, AC = BC. 

Les exemples ci-dessus permettent d'élucider le caractère 
de la démonstration par l'absurde que l'on utilise si la 
démonstration directe s'avère trop compliquée ou même 
impossible. 

Dans ce cas on choisit une hypothèse contraire à celle 
à démontrer et par voie analytique on cherche à la ramener 
à une proposition qui est manifestement en contradiction 
avec quelque proposition déjà démontrée. À de telles propo- 
silions contradictoires nous avons précisément abouti dans 
les deux derniers exemples: dans le premier cas nous som- 
mes venus à la conclusion que par un même point on peut 
mener à une même droite deux perpendiculaires différentes 
et dans le deuxième cas, que les angles à la base d’un triangle 
isocèle ne sont pas égaux. 
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LV. QUELLES SONT 
LES PROPOSITIONS GÉOMÉTRIQUES 
QU'ON PEUT ADMELTRE 
SANS DÉMONSTRA TION? 


1. l’assons maintenant à la dernière question posée 
dans l’introduction: quelles sont les propositions géométri- 
ques qu'on peut admettre sans démonstration? 

À première vue cette question est très simple. Nul doute 
qu'on peut admettre sans démonstration les axiomes à titre 
desquels il faut prendre les propositions dont Ia justesse 
est déjà maintes fois vérifiée et hors de doute. Toutefois, 
en choisissant pratiquement de tels axiomes, on se heurte 
aussitôt à d'énormes difficultés. 

Aujourd'hui on connaît beaucoup de propositions géo- 
métriques à tel point vérifiées qu'il est peu probable que 
quelqu'un ait des doutes sur leur justesse. Mais cela ne 
signifie point qu'il faut les considérer comme axivmes. 
Ainsi, par exemple, nous sommes absolument certains que: 
par deux points différents il passe exactement une droite ; 
par un point donné on ne peut mener à une même droite 
qu'une perpendiculaire et une seule; la somme de deux 
côtés quelconques d'un triangle est plus grande que son 
troisième côté; deux segments quelconques égaux à un 
même troisième sont égaux entre eux; la distance entre 
deux droites parallèles quelconques est partout la même, 
etc. Il va sans dire que le nombre de telles propositions est 
bien plus considérable. Et si l'on prenait pour axiomes 
toutes ces propositions? En effet, l'exposé de géométrie 
se simplificrait énormément, bien de démonstrations s'avé- 
reraient inutiles, etc. 

Mais l'évolution de géométrie a pris une autre voice. 
Les géomètres ont commencé à chercher à réduire au mini- 
mum le nombre d'axiomes pour établir déductivement 
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toutes Îles autres propositions géométriques en so basant 
sur un nombre restreint do vérités fondamentales. 

Pourquoi donc choisir une telle voie d'édification du 
système des connaissances géométriques aussi difficile 
que compliquée? Il y a en a toute une série de motifs. En 
premier lieu, pour un nombre restreint d'axiomes l'impor- 
tance do tout axiome pris séparément devient bien plus 
considérable : il ne faut pas oublier que ces axiomes doivent 
servir de base pour l'édifice à construire. Donc, plus res- 
treint est le nombre d'axiomes et plus générales, profondes 
et importantes sont les propriétés de l'espace décrites par 
chaque axiome. 

Une autre cause importante qui nous oblige à réduire 
le nombre d'axiomes réside dans le fait qu'avec un nombre 
restreint d’axiomes il est bien aisé de contrôler leur justesse 
et d'observer les conditions auxquelles ils doivent satisfaire 
dans lour ensemble (nous en parlerons plus loin). 

2. Donc, nous voici devant le problème de choisir un 
nombre restreint au maximum de propositions géométriques 
les plus générales et importantes qu'on va prendre pour 
axiomes. Quel est donc le critère d'un tel choix? Il est 
avant tout impossible de Iles considérer isolément, l'un 
après l’autre, sans faire attention à tout l'ensemble d'axio- 
mes. [1 convient ainsi d'admettre non pas un axiome isolé 
mais {out un système d'axiomes, car seul un tel système 
permet de refléter d'une façon correcte les propriétés ct les 
rapports réciproques réels des formes de l’espace du monde 
matériel. | 

Il est donc naturel que seules les vérités maintes fois 
vérifiées ct reflétant les régularités fondamentales ct les 
plus générales des formes de l’espace peuvent constituer 
ce système. 

En construisant cette base axiomatique il faut veiller 
à ne pas y introduire les propositions contradictoires, car 
ces propositions ne peuvent être simultanément justes, 
comme, par exemple, les deux axiomes suivants: « Par 
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un point quelconque non situé sur une droite donnée il pas- 
se au plus uno parallèle à celle-ci » et « Par un point quel- 
conque non situé sur une droite donnée il ne passe aucune 
parallèle à celle-ci ». 

Il ne suffit pas de nous borner à la non-contradiction 
des axiomes, mais le système d'axiomes ne doit pas donner 
lieu à des conséquences incompatibles entre elles. C'est 
une condition fondamentale à laquelle doit satisfaire la 
base axiomatique et qu'on appelle condition de non-contra- 
diction. 

Tout on observant lo critère de non-contradiction il 
faut en même temps veiller à ne pas mettre dans la base 
axiomatique des énonces démontrables à l'aide des autres 
axiomes, c.-à-d. à no pas la rendre surabondante. Cela est 
d'ailleurs bien clair si l’on tient compte du fait que notre 
tâche cest de réduire au minimum le nombre d'axiomes 
contenus dans la base, c.-à-d. de la rendre minimale. 
C'est que si une proposition donnée peut être démontrée 
à l’aide des autres axiomes, ello n’est plus un axiome, mais 
un théorème, et il n’y a aucun besoin de la mettre dans le 
système d'axiomes. L'’exigence qui consiste en ce qu'un 
axiome soit indémontrable à l’aide des autres axiomes s’ap- 
pelle condition d'indépendance. 

Tout en cherchant à rendre notre système d'axiomes 
le plus restreint possible il ne faut pas pousser cette tendance 
à l'extrême et en éliminer des propositions absolument 
nécessaires pour les démonstrations ultérieures, 

Voici donc la troisième condition que doit vérifier 
toute base axiomatique — condition d'intégrité. En d'autres 
termes, on pout la formuler comme suit: si la base n'est 
pas intègre, on peut toujours y ajouter un nouvel énoncé 
indépendant (dont les notions fondamentales coïncident 
avec celles des autres axiomes) sans qu’il contrediso tous 
les autres axiomes. Si la base axiomatique est intègre, 
tout nouvel énoncé dont les notions fondamentales sont 
identiques à celles des autres axiomes sera uno conséquence 
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do ces axiomes, ou bien en contradiction avec ceux-ci. 

3. Pour rendre plus concrètes les trois conditions aux- 
quelles doit satisfaire toute base axiomatique, nous don- 
nerons ci-dessous un exemple fort simple qui, bien qu'il 
ne soit pas une imago tout à fait identiquo des relations 
géométriques, représente tout de même une bonne analogie 
avec celles-ci. 

Considérons un système d'équations du premier degré 
à trois inconnues. Nous considérerons chacune des incon- 
nues de co système comme une certaine « notion » à détermi- 
ner et chaque équation comme une sorte d’« axiome » qui 
nous permettra d'établir certaines relations entre ces « no- 
tions ». 

Soit le système : 

2x — y — 2z = 3, 
zx + y + 4z = 6. 

Peut-on déterminer dans ce système les inconnues 
z, y et 2? Bion sûr que non, car le nombre d'équations 
est plus petit que celui d'inconnues. Le système ne satis- 
fait pas à la condition d'intégrité. 

« Corrigeons » quelque peu ce système en ajoutant encore 
une équation: 

27 — y — 23 = 3, 
T + y + 4z = 6, 
3x + 3y + 12z = 18. 

En examinant le systèmo ainsi obtenu on voit que 
cela no sert à rien, car la troisième équation est une simple 
conséquence do la deuxième, donc ello ne donne rien de 
nouveau. Dans ce système cst violée la condition d'indé- 
pendance. 

Modifions la troisième équation et considérons le sys- 
tème suivant: 


27 —y —2z— 3, 
T + y + 42 = 6, 
St + 3y + 122 = 15. 
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On comprend aisément que ce système lui aussi n0 
permet pas de déterminer Îles inconnues. 

En effet, en divisant les deux membres de la dernière 
équation par 3, on obtient l'équation: 


z+y +42 = 0. 
Quant à la deuxième équation elle nous donne: 
x + y + 42 = 6. 
Laquelle de ces deux équations est-elle juste? Il est 
clair que nous avons un système contradictoire, d'où on ne 


peut pas non plus définir les inconnues. 
Si l’on considère, enfin, le système 


2x — y — 22 = 3, 
x + y + 42 = 6, 
2x + y + 52 = 8, 


on comprend aisément qu'il a une seule solution (x — 5, 
y = 13, 2 — — 3), donc ce système cest indépendant, intègre 
et non contradictoire. Si l'on ajoute à ce système une qua- 
trième équation liant x, y ct z, elle sera soit une consé- 
quence des trois équations données soit en contradiction 
avec celles-ci. 

4. On peut en conclure que le choix des axiomes sur 
lesquels doit reposer la géométrie est loin d'être arbitrai- 
re et est soumis à des restrictions assez rigoureuses. L'édifi- 
cation axiomatique de la géométrie a été commencée à la 
fin du siècle passé et bien qu'on ait des progrès considérables, 
ce travail n'est pas terminé jusqu'à présent. La cause en 
est qu'en examinant d'une façon systématique la base axio- 
matiquo actuelle, on y découvre parfois les axiomes « dépen- 
dants », « de trop», en d'autres termes, les axiomes qui 
sont les conséquences des axiomes plus généraux et plus 
simples, donc, il faut remplacer les propositions compli- 
quées comprenant un grand nombre d'hypothèses par des 
axiomes plus simples, etc. 
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Toutes ces recherches sont d'un grand intérêt pour la 
science, car leur but est d'élucider les propriétés les plus 
générales, profondes ct importantes des formes de l'espace 
et qui déterminent tout le contenu de la géométrie. 

Pour se faire une idée de Ia baso axiomatique de géomé- 
trie actuelle adressons-nous d’abord à un cours de géométrie 
élémentaire pour voir quels sont ses axiomes de base ct 
quels axiomes lui manque. Nous nous borncrons à la géo- 
métrie plane. 

L'exposé de tout cours de géométrie élémentaire com- 
mence par donner certaines notions géométriques fondamen- 
tales: corps, surface, ligne, point. De toutes les lignes on 
choisit ensuite une droite, do toutes les surfaces, un plan. 
Les premiers axiomes de ce cours établissent les relations 
entre un point, une droite et un plan. Ces axiomes se rap- 
portent au premier groupe de la base axiomatique intègre, 
axiomes de l'incidence. 

Les axiomes de ce groupe établissent les relations entre 
les images géométriques fondamentales : combien de points 
faut-il pour déterminer une droite et un plan, sous quelles 
conditions une droite appartient-elle à un plan, ctc. 

Tout cours d'école de géométrie ne fait mention que 
de deux axiomes de ce groupe: 

1) Par deux points différents il passe une droite et une 
seule. 

2) Si deux points quelconques d'une droite appartiennent 
à un plan, elle appartient toute entière à ce plan. 

En même temps, on a constamment recours, sciemment 
ou non, à d'autres axiomes de ce groupe dont les deux sui- 
vants sont absolument nécessaires pour l'argumentation 
de la géométrie plane: 

3) Sur toute droite, il y a au moins deux points différents. 
Cet axiome, on le voit bien, a une exigence bien restreinte. 
Mais à l'aide des axiomes de l'ordination on peut démontrer 
par la suite l'existence d’une infinité de points sur une 
droite. 
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4) Il existe au moins trois points dans un plan qui ne 
soient pas tous sur la même droite. Cet axiomo n'a Jui aussi 
qu'une exigence minimale qui permettra par la suite de 
démontrer l'existence d’une infinité de points sur un plan. 

9. Passons maintenant au deuxième groupe d’axiomes 
dont on ne fait même pas mention dans des cours d'école 
de géométrie bien qu'on ne puisse point se passer de ces 
axiomes. Les axiomes du deuxième groupe sont appelés 
axiomes de l'ordination. Ces axiomes définissent les règles 
relatives à l’ordination des points d'une droite ainsi que 
des points ct des droites d'un plan. Ces axiomes sont d'un 
largo usage bien que sous une forme implicite. Ainsi, par 
exemple, s’il faut prolonger un segment quelconque, on lo 
fait dans les deux sens en toute assurance que cela soit 
bien légitime. 

Si l’on joint deux points quelconques se trouvant de 
part et d'autre d'une droite, on est certain que le segment 
ainsi obtenu coupe cette droite. Nous avons utilisé ce fait, 
par exemple. pour la démonstration du théorème sur l’éga- 
lité des triangles dont les doux côtés ct l'angle opposé 
à l’un do ces côtés sont respectivement égaux (cf. fig. 12). 
Voici encore un exemple: on est absolument sûr que la 
bissectrice d'un angle intérieur d'un triangle coupera sans 
manquer lo côté apposé. 

Il va sans dire que tous ces faits sont bien évidents mais 
vu qu'ils traitent certaines propriétés fondamentales des 
figures géométriques dont on se sert constamment il faut 
les porter au rang d'axiomes. 

Les axiomes qui définissent l'ordination des points 
d'une droite sont liés aux notions fondamentales « précéder » 
et « suivre » et peuvent être formulés comme suit : 

1) N'importe quel de deux points se trouvant sur une 
même droite peut être considéré comme précédent, alors l'autre 
est le suivant. 

2) Si À, B, C trois points quelconques d'une même droite 
et si À précède B qui précède C, alors À précède aussi C, 
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Même ces deux axiomes définissent d'une façon précise 
les propriétés particulières d'une droite qui la distinguent 
des autres courbes. Soit un cercle (fig. 24) quo nous allons 
parcourir dans le sens des aiguilles d'une montre tout en 
fixant les points À, PB, C. On comprend aisément que le 
point À précède sur cette circonférence le point B, ce dernier 
précède le point € qui précède à son tour lo point À. Pour 
une telle disposition des points À, B et C sur unedroite on 
dit que le point Z se trouve entre les points À et C (fig. 25). 

3) Entre deux points différents d'une même droite il existe 
toujours un troisième de celle-ci. 

En appliquant successivement cet axiome à deux points 
quelconques d'une droite (ils existent en vertu du deuxième 
axiome de l'incidence) et ensuito à chaque intervalle ainsi 
obtenu, etc., on en conclut qu'entre chaque couple de points 
sur une droite il existe une infinité do points do cetto mê- 
me droite. 

La partie d’une droite à laquelle appartiennent ses 
deux points quelconques et tous les points intermédiaires 
s'appelle segment. 

4) Pour chaque point d'une droite il existe aussi bien le 
point précédent que le suivant. 

Il s'ensuit de cet axiome qu'un segment do droite peut 
être prolongé dans les deux sens. Il en découle également 
qu'il n'existe pas sur une droite quelconque de point qui 
précéderait ou suivrait tous les autres points de celle-ci, 
en d'autres termes la droite n'a pas d'extrémités. 

La partie d'une droite renfermant un point donné et 
tous les points qui le précèdent ou un point donné et tous 
les points qui le suivent s'appelle rayon ou demi-droile. 

L'ordination des points et des droites dans le plan 
est déterminée par l'axiome suivant dû à Pasch, mathémati- 
cion allemand qui fut le premier à le formuler. Il est donc 
appelé « axiome de Pasch ». 

9) Si l'on a trois points quelconques non situés sur une 
même droite, alors une droite du même plan ne passant pas 
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Fig. 24 


Fig. 25 


Fig. 26 


par ces points et coupant un des segments définis par eux 
coupe encore un segment et un seul (fig. 26). 

Cet axiome permet de démontrer le théorème sur la 
division d'un plan par une droite en deux demi-plans. A titre 
d'exemple d'une démonstration rigoureuse ayant recours 
seulement à des axiomes ct propositions déjà démontrées 
nous donnerons ci-dessous la démonstration de ce théorème 
que nous allons formuler comme suit: 

Toute droite passant dans un plan partage tous les points 
de ce plan en deux domaines sans points communs de sorte que 
deux points quelconques d'un même domaine définissent un 
segment ne coupant pas une droite et deux points des domaines 
différents, un segment qui coupe cette droite. 

Pour abréger l'écriture nous allons utiliser certains 
symboles qu'il faut bien retenir. 

 — signe d'appartenance: À € a « le point À appartient 
à la droite a». xX— signe d'intersection: ABXa «le 
segment AB coupe la droite a ». Le trait au-dessus d'une 


relation quelconque signifie sa négation: À Ga «le point 
A n'appartient pas à la droito a ». ,”, — signe de conclusion : 
«implique... ». Cela fait, passons à la démonstration du 
théorème. Remarquons avant tout quo si trois points quel- 
conques se trouvent sur une même droite, la proposition suivante 
identique à l'axiome de Pasch a lieu: la droite coupant l'un 
des trois segments définis par ces points coupe l'un et l'un 
seulement des deux autres segments. Il cst aisé de démontrer 
cette proposition en faisant appel à des axiomes relatifs 
à l'ordination des points d'une droite. 

En effet, si trois points À, B et C appartiennent à une 
même droite et le point B est situé entre À et C, tous les 
points des segments AB ct BC appartiennent au segment 
AC et chaque point du segment AC (excepté B) appartient 
soit à AB, soit à BC. Donc, une droite quelconque coupant 
AB ou BC coupe obligatoirement AC et celle coupant 
AC coupe soit AB, soit BC. 

Soit la droite £ dans un plan. Il faut démontrer que: 
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Fig. 27 


1) La droite L permet de diviser tous les points du plan 
en classes sans points communs. 

2) Il y a deux classes et seulement deux. 

"V 3) Ces classes possèdent des propriétés indiquées dans 
le théorème. 

Pour démontrer ces propositions prenons un point 
À quelconque n'appartenant pas à la droite L (fig. 27) et 
convenons que: 

a) le point À appartient à la première classe (désignée 
par Xi); 

b) tout point n'appartenant pas à ! appartient à la 
première classe s'il détermino avec le point À un segment 
qui ne coupe pas l; 

c) tout point n'appartenant pas à L appartient à la 
deuxième classe (désignée par K2) s'il détermino avec le 
point À un segment coupant L. 

Il est aisé do voir qu'il existe des points appartenant 
à chacune de ces deux classes. Pour nous en convaincre 
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prenons sur la droite L le point ? et traçons la droite /’4. 
Le rayon ainsi formé ayant pour sommot le point ?? et ren- 
fermant le point À no se compose que des points de la pre- 
mière classe, car le point d'intersection ? cest extériour 
aux segments déterminés par le point À ct d'autres points 
du rayon. Le rayon opposé ayant le même sommet ne se 
compose que des points do la deuxième classe, car le point 
d'intersection ? est intérieur à tous les segments définis 
par lo point À ct les points de ce rayon. En joignant À à tout 
point de la droite £ on obtient uno infinité de droites con- 
tenant les points de ces deux classes. 

On ne peut avoir que deux classes, car pour tout segment 
joignant À à un point quelconque n'appartenant pas à 
l, on ne peut formuler que deux hypothèses: soit ce segment 
coupe /, soit il ne la coupe pas, une troisième possibilité 
n'existe tout simplement pas. 

Montrerons, enfin, que les classes K, ot X, satisfont 
aux hypothèses du théorème. Les cas suivants pouvent se 
présenter : 

1) Les deux points appartiennent à la première classe: 
Be K,, CE K,. Comme BE K\,, alors ABXI; comme 
Ca Ki, alors ACXI ‘, en vertu de l’axiome de Pasch 
BC XL. 

2) Les deux points appartiennent à la deuxième classe 
De K;:cetEc K: Comme DE K:, alors AD X !, comme 
EC K;, alors AE XI. ‘, en vertu de l'axiomo de Pasch 
DE X L. 

3) Les points appartiennent à des classes différentes: 
BE K;,; DE K:+ Comme BE K,;, alors AB XI, comme 
DE K:, alors AD XI. , en vertu de l'axiome de Pasch 
BD XL. 

Le théorème cest démontré. 

La partie d'un plan contenant tous les points d'une 
même classe est appelée demi-plan. 

Remarquons qu'on peut démontrer ce théorème sans 
avoir recours au dessin qui aide à suivre les raisonnements 
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et à retenir les relations obtenues. Cetto remarque reste 
d'ailleurs en viguour pour toute démonstration suffisam- 
ment rigoureuse. 

6. Le troisième groupe d'axiomes géométriques est 
lié à la notion de congruence. La congruence des figures dans 
un plan s'établit dans tout cours de géométrie élémentaire 
par la superposition. 

Voici ce qu'on dit à ce propos dans un manuel de géo- 
métrie: « Les figures géométriques peuvent se déplacer 
dans l'espace sans subir aucune modification. Les deux 
figures géométriques sont appelées égales si, on faisant 
déplacer l’une d'elles dans l’espace, on peut la faire coïnci- 
der avec l’autro de sorte que coïncideront toutes leurs 
parties ». 

A première vue cette définition d'égalité semble êtro 
assez claire mais si on l'examine un peu plus attentivement 
il est aisé d'y révéler un cercle logique. En effet, pour 
déterminer l'égalité de figures il faut les faire coïncider 
et pour cela on déplace l'une d'elles dans l’espace de sorte 
qu'elle resto invariable. Mais qu'est-ce quo signifie donc 
«rester invariable »? Cela veut dire qu'une figure resto 
toujours égale à son image originelle. Donc, on est amené 
à conclure que la notion d'« égalité» s'exprime par le 
déplacement d'une «figure invariable » et la notion de 
«figure invariable » par celle d'’« égalité ». 

Il est donc plus utile de définir la notion d'égalité 
de figures géométriques à l'aide d'un groupe d'’axiomes 
relatifs à l'égalité de segments, angles et triangles. 

Les axiomes qui établissent les propriétés de l'égalité 
des segments sont les suivants: 

1) À partir d'un point quelconque sur une droite donnée 
on ne peut reporter dans un sens déterminé qu'un segment 
et un seul égal à celui donné. 

2) Tout segment est égal à lui-même. Si l'un des deux 
segments quelconques est égal à l'autre, celui-ci est égal à son 
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tour au premier. Deux segments quelconques égaux séparé- 
ment à un troisième sont égaux entre eux. 

3) Si À, B et C appartiennent à une même droite, A’, 
B', C” à une autre droite quelconque et si AB — A'B', BC — 
— B'C", alors AC = A’C”. 

En d'autres termes, deux sommes formées de segments 
respectivement égaux sont égales. 

Les axiomes parfaitement analogues ont lieu pour les 
angles : 

4) À partir d'un rayon donné on ne peut reporter dans 
un demi-plan donné qu'un angle et un seul égal à celui donné. 

») l'out angle est égal à lui-même. Si l'un des deux angles 
quelconques est égal à l'autre, celui-ci est égal au premier. 
Si deux angles quelconques sont égaux à un troisième, ils 
sont égaux entre eux. 

6) SÈ a, bd, c sont les rayons ayant un sommet commun, 
a’, L', c’ trois = l'ayons ayant un sommet commun el si 


ab = dÙ!, be = b'e , alors ac = ac’. 

En d'autres termes, deux sommes formées d'angles 
respectivement égaux sont égales. 

Pour pouvoir argumenter l'égalité des triangles quel- 
conques on introduit encore un axiome du troisième groupe. 

7) Si deux triangles ont deux côtés quelconques et l'angle 
compris entre eux respectivement égaux, les deux autres angles 
de ces triangles sont aussi respectivement égaux. Par exemple, 
si deux triangles ABC et A'B"C” sont tels que AB = A°B, 
AC = A'C' et À = À', on a aussi À — B" et C = C”. 

Ces sept axiomes permettent de démontrer d'abord les 
cas principaux d'égalités des triangles et ensuite tous les 
théorèmes sur l'égalité des figures. Dans ce cas le procédé 
de superposition devient inutile. 

Éxaminons, par exemple, la démonstration du premier 
cas d'égalité des triangles. 

Soient deux triangles ABC et A'B'C" (fig. 28) tels que 
AB = A'B', AC = A'C' et À = À’. Il faut démontrer 
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Fig. 28 


que tous les autres éléments de ces triangles sont aussi 
égaux. D'après l’axiome 7 on a immédiatement B = B' 
et Ê = C’. Il ne reste qu'à démontrer que BC = B'C'. 
Supposons le contraire, c.-à-d. quo BC -£ B"C”". Reportons 
alors B'C” = BC sur le côté B’C" à partir du point B”. 
Examinons les triangles ABC ot A'B'C". On a AB = A'B, 
BC = BC" et B = B'. En vertu do l'axiome 7 on obtient 


IN à 
que B’A'C" — À. Mais, comme on le sait, deux angles 
quelconques égaux séparément à un troisième sont égaux 


TS PNR 
entre eux, donc B'AÀ'C" = B'A'C'. Nous avons obtenu 
qu'à partir du rayon A’B” étaient reportés dans un même 
demi-plan deux angles différents égaux au même angle 
À, ce qui contredit l’axiome 4. Ainsi, en refusant l'hypothèse 
BC = B'C', on obtient BC = B'C’. 

Les démonstrations de tous les autres théorèmes concer:- 
nant l'égalité des figures géométriques sont analogues 
à celle-ci. 

7. Pour l'exposé ultérieur de géométrie élémentaire 
il se trouvo nécessaire d'introduire encore un groupe d'axio- 
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mes, à savoir axiomes de la continuité. Les problèmes sur 
l'intersection d’une droite avec un cercle et sur l'intersec- 
tion des cercles entre eux sont intimement liés à des axiomes 
de ce groupe. Toute construction géométrique effectuée 
avec un compas et une règle est justement basée sur ces 
problèmes. Ne serait-ce que ce fait rend les axiomes de la 
continuité extrêmement importants. Bien plus, toute la 
théorie de la mesure des grandeurs géométriques repose elle 
aussi sur ces mêmes axiomes. 

Les deux axiomes suivants font partie de ce groupe: 

1) Postulat d'Archimède. Soient deux 
segments quelconques tels que l'un est plus grand que l'autre; 
en reportant le petit segment bout à bout un nombre de fois 
suffisant on peut toujours obtenir une somme dépassant le 
plus grand segment. Bref, soient a et b deux segments quel- 
conques tels que «> b; il existe un entier #7 pour lequel 
nb > a. 

Le postulat d’Archimède qui sert à déterminer la com- 
mune mesure de deux segments quelconques par le procédé 
du report dont nous avons parlé plus haut fait partie de 
tout manuel de géométrie. En effet, par ce procédé le petit 
segment est reporté sur le grand et grâce au postulat d'Archi- 
mède nous sommes certains que la somme des petits segments 
ainsi roportés dépassera tôt ou tard le plus grand segment. 

Du postulat d’'Archimède il s'ensuit immédiatement que 


si le segment a est plus grand que b, il existe toujours un 
entier x tel que — <b. 


Le deuxième axiome de la continuité appelé axiome de 
Cantor ou postulat des intervalles emboîtés s'exprime comme 
suit : 

2) Une suite d'intervalles emboîtés les uns dans les autres, 
et tels qu'il s'en puisse toujours indiquer un, et les suivants, 
qui soient contenus dans un intervalle arbitrairement choisi, 
converge vers un point déterminé. 
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Fig. 29 


Pour donner un exemple d'application de l'axiome de 
Cantor examinons le problème suivant. Désignons par 
B, le milieu du segment A,B0 (fig. 29) et par À, le milieu 
du segment A,B,. Prenons ensuite le milieu du segment 
AB, que nous désignons par B, et déterminons le milieu 
du segment À,B, que nous désignons par 4,. Prenons en- 
suite le milieu B, du segment 4,B, et déterminons le milieu 
du segment 4,B; en le désignant par A4. Prenons, enfin, le 
milieu du segment À :B3, etc. *). Les segments 4,B,, AB, 
A3B3, A3Bs, ... ainsi construits forment une suite d'inter- 
valles emboîtés les uns dans les autres dont chaque suivant 


D 


se trouve à l'intérieur du précédent et vaut son quart. 
Ainsi, la longueur du segment 4,B, est égale à _ AB 


la longueur AzB = 2 AoBo A3Bs = 9 AoBor +. et 
en général A,B, = ua . 

Du postulat d'Archimède il s'ensuit que cette longueur 
AoBo 


“Zn pourunn suffisamment grand peut s'avérer plus petit 


*) Etant donné que le segment A,B, ne s'inscrit pas dans le cadre du dessin ci- 
dessus, {il no reste qu’à l'imaginer. 
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que tout segment donné à l'avance. Ainsi, toutes les condi- 
tions de l'axiome étant remplies, il existe un seul point 
à l'intérieur de cette suite. Il n’est pas tellement difficile 


de le trouver. En effet, si l’on prend un point A] sur _ du 


segment A46Bo, c.-à-d. de sorte que A, — + AB ce 
point sera précisément le point cherché. En effet, si l’on 
prend pour l'origine de l’axe numérique le point À, et pour 
l'unité le segment À4,B,, alors aux points 4,, 4,, A3 . .., 
A, on met en correspondance les valeurs numériques 


1 1 1 D. 1 21 
D TER SR TRUSTE 


IL4+424,,,+4n-1 
En 


Chacune de ces fractions est inférieure à _ 


En effet, si l’on diminue d'une unité le dénominateur 
de chacune de ces fractions, la fraction augmentera pour 


e # Q Lé ] Î 
devenir égale précisément à — : 


3 
LÉ RCE D Ca LUE 1-1 4+42.4.. _—— _1*) 
an — 1 (4—1)(1+4- E. .+4n-1) 3 ” 


D'autre part, aux points B,, B,, B3,..., B, correspon- 
dent les valeurs numériques 
22 8 8'2 8 3 3’) 


CD Gt GS ER Se ——— 


28 3 ‘mi: 


La valeur numérique correspondant au point B, peut égale- 


*) Pour obtenir cette relation on a utilisé la formule 


an— bn — (a — b) (an-1L an-2b + an-3p2 +... + abn-2 bn-1), 
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ment être miso sous la forme: 


111 1_1\ En _ 
2 4 5) ii (6 5) 7 Von a) e 
1 14 1 1 1 { 1 
2 418 16 Fyg—c.—smt nt: 
En additionnant, on obtient: 


22n — 22n-1-+L 22n-2 — —23422— 241 
ST " 


D'où on comprend aisément que chacune des valeurs numé- 
; : : 1 
riques correspondant aux points B;,, B,,..., B, dépasse 3: 


En augmentant le dénominateur de la fraction d'une unité, 
nous diminuons par là mèmo la fraction pour obtenir: 


22n—22n-141922n-2— ,,,—234122—2+1 
Dent ET = 
22n — 22n-1 + 22n-2 — . — 23-22 — es { +) 
7 (240) (221—22n-1 5 23227201) 3 


Donc, toutes les valeurs numériques correspondant aux 

Q Lé 1 + Q Q 
points B,, B,, Ba, ..., B, dépassent FL D'où il s'ensuit 
que le point M auquel correspond la valeur numérique 


1 e # e 4 
7 est intérieur à chacun des segments 4,B,, A4,Ba, ..., 


AnBn, + .. Par conséquent, M est coffectivement le seul 
point déterminé par la suite de ces segments. 
Passons maintenant à la démonstration du théorème 
fondamental sur l'intersection d'une droite avec un cercle. 
Rappelons que le cercle est déterminé par son centre 
et son rayon. Les points d’un plan, dont la distance du 


centre est inférieure au rayon, sont dits intérieurs au cercle, 


*) Pour obtenir cette égalité on fait appel à la formule 
anti p2nti — (a+ b) (an — a2n-1p + a2n-2b2— ,,,—ab2n-1 + 


. bn), 
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Fig. 30 


ceux dont la distance du centre dépasse le rayon sont dits 
extérieurs au cercle. Ainsi, le théorème fondamental s'ex- 
prime comme suit: 

Tout segment joignant un point intérieur au cercle avec 
un point extérieur coupe ce cercle une fois et une seule. 

Soient un cercle de centre © et de rayon r, À le point 
intériour (O0 À < r), B le point extérieur (OB > r) (fig. 30). 
Nous commençons par démontrer que s’il existe sur AB un 
point A7, dont la distance au centre © est égale à r, ce point 
est unique. En effet, si un tel point 1/7 existe réellement, 
il existe alors un point M’ symétrique de M par rapport 
à la perpendiculaire abaissée du point © sur la droite AB 
do sorte que À1"O = MO = r. D'après la propriété des 
obliques tracées d'un point quelconque à la droite AB, 
tous les points intérieurs au segment A’ le sont également 
au cercle et ceux extérieurs au segment Af'A le sont aussi 
au cercle. Donc, le point À doit se trouver toujours entre 
les points M" et Àf, et au segment AB ne peut appartenir 
qu'un seul point M. 
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Cela fait, partageons le segment 4 B en deux et comparons 
la distance d'un point ainsi obtenu au centre avec le rayon 
du cercle. Si cette distance s'avérera égale au rayon, le 
théorème sera démontré. Si elle sera inférieure au rayon, 
le point en question sera intérieur et nous allons le désigner 
par À. Si cette distance dépassera le rayon, le point con- 
sidéré sera extérieur et nous le désignerons par B1. 

Prenons ensuite le milieu du segment A,B (ou AB;). 
Cette fois-ci les trois cas suivants peuvent se présenter: 
ou sa distance au”centre est égale au rayon et le théorème 
sera démontré, ou elle est inférieure au rayon et nous dési- 
gnerons ce point"par À avec un numéro correspondant, ou, 
enfin, elle dépasse le rayon et nous désignerons ce point 
par B avec un numéro correspondant. En poursuivant indé- 
finiment ce processus, on obtient que soit la distance d’un de 
ces points au centre est égale au rayon et le théorème est donc 
démontré, soit tous les points désignés par A1, À4,, ... 

An, . . . sont intérieurs et ceux désignés par B;, B,, 
... Bh, ... extérieurs. Mais dans ce dernier cas on obtient 
une suite de segments vérifiant l'axiome de Cantor, car 
chaque segment suivant se trouve à l'intérieur du précédent 
et sa longueur vaut la moitié de ce dernier. Il existe donc 
un seul point se trouvant à l'intérieur de tous ces segments. 
Etant donné qu'il se trouve disposé entre tous les points 
intérieurs et entre tous les points extérieurs d'un segment, 
il ne peut donc être ni intérieur, ni extérieur; par consé- 
quent, le point appartient au cercle considéré. 

De ce théorème il s'ensuit, entre autres, que si la distan- 
ce d’une droite au centre du cercle est inférieure au rayon, 
cette droite n'a avec le cercle considéré que deux points 
communs et seulement deux. En effet, soient © le centre et 
r le rayon d'un cercle quelconque (fig. 31). La distance OP 
du centre à la droite Z est inférieure au rayon; P est donc 
un point intérieur. Reportons sur la droite ? à partir du 
point P le segment PQ = r. 

Etant donné que dans le triangle rectangle OPQ l'hypo- 
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Fig. “1 


thénuse 00 est plus grand que le côté PQ =r, alors 0Q > r 
et, par conséquent, © est un point extérieur. En vertu du 
théorème démontré le segment PQ n'a avec le cercle qu'un 
seul point commun À. Le deuxième point commun À’ est 
symétrique de À par rapport à la perpendiculaire OP. Etant 
donné que tous les points intérieurs au segment A4’ le 
sont en même temps au cercle et tous les points extérieurs le 
sont également par rapport à ce même cercle, donc la droite 
l n'a pas avec le cercle d'autres points communs. 

Les propositions analogues aux axiomes d'Archimède et 
de Cantor restent en vigueur pour des arcs de cercle, c.-à-d. 

1) Si l'on prend un arc donné un nombre de fois suffisant, 
on peut toujours obtenir un arc dépassant tout arc donné à 
l'avance. 

2) Une suite d'arcs emboîtés les uns dans les autres et tels 
qu'il s'en puisse toujours indiquer un, et les suivants, qui 
soient contenus dans un arc arbitrairement choisi converge 
vers un point déterminé. 
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En utilisant ces propositions il est aisé de démontrer le 
théorème fondamental sur l'intersection des cercles : 

Si À est un point intérieur et B celui extérieur par rap- 
port au cercle considéré, l'arc de tout autre cercle joignant À 
à B n'a avec le premier qu'un point commun et un seul. 

La démonstration de ce théorème est absolument identi- 
que à celle du théorème sur l'intersection d’un cercle avec 
un segment. 

8. Lo cinquième groupe d'axiomes de géométrie est lié 
à la notion de parallélisme et contient un seul axiome que 
voici : 

Par un point quelconque non situé sur une droite donnée il 
passe au plus une parallèle à cette droite. 

Les énoncés découlant de cet axiome étant bien connus, 
nous ne nous arrêterons pas à ces démonstrations. 

Lo système d'axiomes examiné permet de se faire une 
idée sur l'ensemble de propositions indémontrables que l'on 
peut prendre comme base axiomatique. Il faut tout de même 
souligner que tout on cherchant à simplifier au maximum 
notre exposé, nous n'avons pas posé comme but de rendre ce 
systèmo le plus restreint possible. On pourrait encore dimi- 
nuer le nombre de ces axiomes. Ainsi, par exemple, les 
deux axiomes, ceux d'Archimède et de Cantor, pourraient 
être remplacés par le postulat de Dedekind. On pourrait 
affaiblir les restrictions imposées par les axiomes ci-dessus. 
Ainsi, dans l'axiome de Pasch on peut bien se passer de l'exi- 
gence qu'une droite coupant l'un des côtés d'un triangle 
coupe oncore l’un, et l’un seulement, des deux autres côtés. 
Il s'avère, en cffet, qu'on pout s’en tirer avec la seule restric- 
tion qu'une droite coupant l’un des côtés d’un triangle 
coupe encore l’un de ses côtés. Le fait que ce côté s'avérera 
l'unique est facile à démontrer. Il en est de même pour l'axio- 
me de Cantor où l'on peut bien se passer de la restriction 
qu'un point déterminé par une suite d’intervalles emboîtés 
soit l'unique. Co fait peut être démontré. Toutefois, cela 
pourrait rendre notre exposé plus compliqué et plus long. 
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Résumons donc brièvement le contenu de ce livre. 

1) Nous avons déterminé la géométrie comme une science 
traitant les formes de l’espace du monde matériel. 

2) Nous avons obtenu les connaissances primaires des 
propriétés de l'espace par l'induction, en d'autres termes, 
à l'aide des expériences et observations multiples. 

3) Les propriétés spatiales des corps les plus générales 
ot les plus profondes sont formulées comme un système de 
propositions fondamentales — base axiomatique. 

4) Une base axiomatique ne peut refléter d’une façon 
correcte les propriétés de l'espace réellement existantes 
que si elle satisfait aux conditions de l'indépendance, de 
l'intégrité et de la non-contradiction. 

5) Toutes les autres propositions géométriques, théorè- 
mes, se déduisent d'axiomes et propositions déjà démontrées. 
Ce processus s'appelle démonstration. 

6) Pour qu'une démonstration soit correcte, c.-à-d. pour 
que la justesse d'un théorème soit hors de doute, il faut 
qu'elle soit délivrée de toute crreur et bien construite. La 
justesse d'une démonstration est déterminée par: 

1) une formulation exacte de la proposition à démontrer, 

2) un choix correct d'arguments justes ct nécessaires, 

4) une stricte observation de règles logiques. 


I. Doubnov 


Erreurs 
dans les démonstrations 
géométriques 


INTRODUCTION 


Il y à quarante ans le mathématicien-pédagogue bien 
connu à l’époque N. Izvolski a reproduit dans un article, 
consacré aux problèmes do l'enseignement de géométrie, 
un dialogue typique qu'il avait eu avec une écolière de sa 
connaissance. La potito fille a terminé sa cinquième et 
étudié au cours d'une année la géométrie. Cette conversation 
avait ou lieu lors des vacances dans une ambiance bien aisée. 
L'instituteur a demandé la petite qu'avait-olle appris du 
cours de géométrie. La fillette était restée pensive un bon 
petit moment mais, hélas, elle n’a pu rien se rappeler. Alors 
la question était formulée autrement: « Qu'avez-vous fait 
touto une année pondant vos leçons de géométrie ? » La 
réponse ne s’est faite attendre : « Nous avons offectué toutes 
sortes do démonstrations ». La réponse est évidemment peu 
intelligible mais elle reflète dans sa naïveté parfaite les 
idées que se font les écoliers : en arithmétique on résout des 
problèmes, en algèbre, de plus, on résout des équations et 
on établit des formules, ot, enfin, en géométrie on démontre 
des théorèmes. Il faut dire qu'une telle idée des mathéma- 
tiques ne correspond plus à l’état actuel de cette science. 
Dans les études mathématiques de notre époque, s'il s'agi- 
rait de nombres ou de figures, le titre « théorème » avec une 
démonstration qui le suit s'est répandu d'une façon iden- 
tique. Dans tous les domaines des mathématiques on résout 
des problèmes et en géométrie on a souvent recours à la 
résolution des équations. Il y a 2000 ans, à l’époque où l'on 
a mis la dernière main à la géométrie d'Euclide qui est 
jusqu'à présent à la base de tout cours d'école, c'était 
évidemment bien autre chose. Dès lors et jusqu'à nos 
jours tout cours de géométrie qui représente d'ailleurs 
toute une série de théorèmes (dont certains sont des lemmes 
ou des corollaires) est fait d'après un plan tellement rigou- 
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reux qu'il suffit de le rappeler en gros. Chaque théorème a 
certaines données («on donne...») et la conclusion («il 
faut démontrer que... »); lors de la démonstration on ne 
peut faire appel qu'à des axiomes et théorèmes déjà démon- 
trés ; il est interdit de faire recours aussi bien à l’« évidence », 
qui nous trompe d’ailleurs assez souvent, qu'aux théorèmes, 
bien qu'ils soient justes, non démontrés (ces derniers peu- 
vent parfois être basés sur celui à démontrer, donc le voilà 
un « cercle vicieux »). 

Le rôle joué dans la démonstration géométrique par un 
dessin n'est pas à souligner ici une fois de plus: celui-ci 
non seulement rend plus accessible le contenu d'un théorè- 
me, mais également le train même de la démonstration. Il 
arrive souvent d'accompagnor la démonstration d’un théo- 
rème quelconque de plusieurs dessins, car celle-ci subit 
des modifications considérables pour tel ou tel arrangement 
des parties d’une figure géométrique (exemple: théorème 
sur l’anglo inscrit dont la démonstration révèle trois possi- 
bilités : le centre du cercle se trouve sur un côté de l'angle, 
à l’intérieur ou, enfin, est extérieur à cet angle). Il importe 
ici qu'on examine tous les cas possibles de la disposition 
des parties d’une figure ; l’omission d’un seul cas quelcon- 
que pour lequel les mêmes raisonnements ne sont plus vala- 
bles rend erronée toute la démonstration — il peut bien 
se faire que c'est justement pour ce cas que le théorème n'est 
plus vérifié. 

Il ne faut bien sûr ni exagérer ni sous-estimer le rôle 
du dessin. Ce serait une outrance de considérer le dessin 
comme partio intégrante d’une démonstration. Théorique- 
ment parlant, toute démonstration géométriquo peut bien 
être faite sans aucun dessin, ce qui aurait d'ailleurs un 
avantage de ne pas prétexter l’« évidence » souvent illu- 
soire et gros d'erreurs assez sérieuses. D'autre part, tout 
refus d'avoir recours au dessin peut provoquer de telles 
difficultés qu’on a par exemple si l’on veut calculer menta- 
lement des nombres de plusieurs chiffres (ou en voici encore 
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un d'un autre domaine — jouer aux échecs « sans regarder 
l'échiquier ») — bref, le danger de tomber dans l'erreur 
serait infiniment plus grand. Quand on parle de l’aide 
qu'apporte le dessin à la démonstration géométrique on a 
certainement en vue un bon dessin soigneusement fait. Les 
écoliers sont parfois d'avis qu'en dossinant scrupuleusement 
ils font surtout plaisir à l'instituteur. Mais en réalité par 
un dessin peu soigné ils infligent tout d'abord uno vraie 
punition à eux-mêmes, car un tel dessin rend toute démons- 
tration bien plus difficile. Qu'ils ne se fassent des illusions 
sur le fait d'avoir mené parfois la démonstration à bonne 
fin à l’aide d'un dessin peu soigné — ce n’est qu'une chance 
à ne pas se répéter toujours. Dans ce livre le lecteur trou- 
vera les dessins corrects et ceux partiellement altérés à bon 
escient. Le fait est que nous attirons l'attention du lecteur 
sur les démonstrations erronées dont la compréhension exige 
parfois des dessins peu précis (de même qu'on les utilise 
dans les démonstrations « par l'absurde »). 

Dans ce qui suit, chapitres I et III, le lecteur trouvera 
toute une série des démonstrations géométriques fausses. 
Nous préférons de classifier ces erreurs un peu plus tard, 
après avoir examiné les exemples correspondants. Mais dès 
maintenant il faut prévenir le lecteur en ce qui concerne le 
caractère des hypothèses qu'on démontre (faussement) 
ci-dessous. 

Parmi ces hypothèses le lecteur rencontrera celles dont 
la fausseté est évidente : l’« angle droit est égal à celui ob- 
tus », par exemple. Dans ce cas il s’agit de découvrir des 
erreurs qui se sont glissées dans la démonstration. De telles 
démonstrations des hypothèses notoirement fausses et con- 
nues dès l'antiquité sont appelées « sophismes ». 

Dans d'autres cas, le lecteur no saura pas d'avance, à 
moins qu'il ne les eût pas rencontrées auparavant, si de 
telles hypothèses sont justes ou fausses. Il est clair que ce 
fait rend notre tâche plus difficile : il faut vérifier non seu- 
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lement la faiblesse d'arguments de la démonstration mais, de 
plus, la fausseté de l'hypothèse *). 

Nous allons donner, enfin, certaines démonstrations qui 
sont fausses du fait qu'une hypothèse no peut aucunement 
être démontrée par des moyens à la disposition du lecteur. 
Pour une meilleure assimilation de cette idée voici un 
exemple qui n’a rien d'ailleurs à voir ni avec la géométrie 
ni avec la science en général. 

Le problème amusant que voici est bien connu: « Un 
bateau se trouve en pleine mer à 42° 15’ de latitude nord et 
17° 32° de longitude ouest (les nombres sont choisis au 
hasard ; pour compliquer le problème on y ajoute souvent 
certaines données supplémentaires). Le capitaine do ce ba- 
teau, quel âge a-t-il ? » À nos fins modifions un peu cette 
dernière question: « L'affirmation que le capitaine a déjà 
dépassé ses 45 ans est-elle juste ? ». Il est clair qu'il est 
impossible d'en venir à une telle conclusion en partant des 
données ci-dessus et que toute tentative de démontrer cette 
affirmation est vouée à l'échec. Bien plus, on peut même 
prouver qu'elle est indémontrable. En effet, un sorvice de 
navigation (sur lequel nous ne savons rien des données du 
problème) peut faire pour ce bateau toute traversée passant 
par le point aux coordonnées indiquées plus haut et nommer 
pour cette traversée tout capitaine de n'importe quel âge 
(à des suppositions, bien sûr, que ce service de navigation 
dispose de capitaines de tout âge). 

En d'autres termes, on peut admettre que le capitaine 
n'a pas encore ses 45 ans sans que cela contredise d’une ma- 
nière ou d'une autre les données du problème sur les coor- 
données du bateau. Mais si les données du problème conte- 
naient de plus d'autres indications, lo nom du bateau ou la 
date précise de son passage par le point indiqué par exemple, 


$) 11 ne suffit pas de se borner à la première étape: en effet, une affirmation 
que peut bien être appuyée de preuves erronées (ainsi, par exemple, de l'éra- 
ité fausse 3 + 5 — 12 on peut tirer une conclusion parfaitement juste: 
4 + 5 ecst un nombre pair). 
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alors on pourrait espérer d'apprendre, à l'aide du journal 
du bord, le nom du capitaine et son âge. 

Donc il existe des hypothèses dont la justesse peut ou 
ne peut pas être démontrée, selon les moyens qu'on dispose 
pour leur démonstration. 

En revenant à la matière, posons la question suivante : 
est-ce vrai que la somme des angles de tout triangle est 
égale à 2dr ? Tout écolier, appris du cours de géométrie les 
propriétés des droites parallèles, sait bien démontrer ce 
théorème fort important, mais on ignore souvent son histo- 
rique de 2000 ans. Cette démonstration se fonde sur les 
propriétés des angles formés par des droites parallèles avec une 
transversale, ces propriétés découlant du « postulat des pa- 
rallèles »: par un point du plan non situé sur une droite 
donnée il ne passe qu'une seule parallèle à celle-ci *). Dès 
l'époque d'Euclide au cours de plus de deux millénaires 
on a déployé bien d'efforts pour transformer cet axiome en 
un théorème, c.-à-d. le démontrer en faisant recours à des 
propositions qui précèdent, dans les œuvres d'Euclide et nos 
cours d'école modernes de géométrie, le postulat des paral- 
lèles. Par cela mème il était interdit de remplacer cet axiome 
par un autre quelque évident qu'il soit. Toutes ces tentati- 
ves ont échoué en révélant sculement que ce postulat des 
parallèles peut être remplacé de différentes façons par d'au- 
tres axiomes. En particulier, si l’on prend pour axiome une 
des propriétés des angles formés par deux droites parallèles 
et une transversale ou bien le théorème concernant la somme 
des angles d'un triangle, le postulat des parallèles devient 
alors un théorème. Ce n'est que dans les années 20 du siècle 
dernier que le grand mathématicien russe N. Lobatchevski 
(1792-1856) a su mettre à jour les causes de l'échec de toutes 
les tentatives de démontrer le postulat des parallèles. Il a 


$) Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que le caractère axlomatique 
de cette proposition réside dans les mots « ne... que »: le fait déjà dé- 
montré qu'on peut toujours mener une seule parallèle découle ne scrait-ce 
que qe iéorème suivant: « deux perpendiculaires à une même droite sont 
parallèles ». 
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construit une théorie vaste et profonde dont on ne donne pas 
ici même une idéo superficielle. Cette théorie donne, entre 
autres, sous une forme implicite la démonstration de l'im- 
possibilité de démontrer le postulat d'Euclide par des pro- 
cédés que bien des savants avant Lobatchevski (et de son 
vivant) ont utilisés pour la démonstration. Quelque compli- 
quée que soit la théorie de Lobatchevski ot quelque naïf 
qu’il soit, d'autre part, le problème sur l'âge du capitaine, 
néanmoins, la « démonstration de l'impossibilité de la 
démonstration » dans les doux cas est de la même nature: 
on s'assure sur des exemples concrets (« modèles ») que les 
deux hypothèses incompatibles peuvent être en accord 
avec les mêmes données initiales. Pour l'axiome en 
question cela signifie que des données précédant dans un 
cours habituel de géométrie le postulat des parallèles il ne 
découle ni la justesse ni la fausseté de l'axiome considéré. 

On sait maintenant que toute démonstration du postu- 
lat des parallèles ou d'un autre axiome équivalent est fausse si 
elle n'invoque que les propositions qui précèdent cet axiome. 
Le lecteur trouvera ci-dessous quelques exemples fort sim- 
ples de telles démonstrations erronées. 


Ï. ERREURS DANS LES RAISONNEMENTS 
À LA PORTÉE DES DÉBUTANTS 


Passons maintenant aux exemples des démonstra- 
tions erronées sans oublier que leur analyse critique est 
reportée au chapitre If. Le lecteur est déjà au courant que 
certains dessins de ce livre sont sciemment altérés, ce qui 
n'est pas parfois visible au premier abord, 


@ EXEMPLE 1. Un carré de côlé 21 (cm) «a la même aire 
qu'un rectangle de côtés 34 (cm) et 13 (cm). 

Un carré Q est divisé en deux rectangles 13 X 21 et 
8 X 21 (fig. 1; dans ce qui suit, nous omettrons la notation 
«cm »); le premier rectangle est divisé à son tour en deux 
trapèzes rectangles identiques de bases 13 et 8 et le deu- 
xième, en deux triangles rectangles de côtés 8 et 21. Avec 
quatre parties ainsi obtenues on forme un rectangle À, 
comme indiqué sur la fig. 1, à droite (les parties identiques 
du carré et du rectangle sont marquées par les mêmes chif- 
fres romains). 

Plus précisément, on applique le triangle rectangle JII 
au trapèze rectangle Z de façon que les angles droits adja- 
cents au côté commun 8 soient supplémentaires, on obtient 
ainsi un triangle rectangle de côtés 13 et 13 + 21 = 34. 
Un triangle absolument identique se forme des parties ZI et 
IV ; avec deux triangles rectangles égaux ainsi obtenus on 
forme, enfin, le rectangle Z? de côtés 13 et 34. Son aire est 
34 X 13 — 442 (cm°), tandis que l'aire du carré Q, com- 
posé des mêmes parties, est 21 X 21 — 441 (cm°). D'où l’on 
a pris donc ce centimètre carré « de trop » ? Nous recomman- 
dons au lecteur do faire une expérience : découper en papier 
(surtout en papier quadrillé, en prenant la longueur de 
chaque carreau pour { cm) le carré ©, le découper ensuite 
en 4 parties, tout en observant les dimensions indiquées, 
pour en former, enfin, le rectangle /. 
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© EXEMPLE 2. Démonstration du postulat des parallèles. 

Soient une droite AB et un point € extérieur à cette 
droite. 11 faut démontrer que par le point C on ne peut 
mener qu'une parallèle à AB. Appliquons un procédé bien 
connu : par le point € menons la perpendiculaire CD à la 
droite AB (fig. 2, ici et dans ce qui suit les angles droits 
sur les dessins sont marqués par des petits carrés noircis) ; 
par le point C traçons la perpendiculaire CÆ à CD. En vertu 
du théorème bien connu sur les deux perpendiculaires à 
une même droite, la perpendiculaire CÆ sera parallèle à la 
droite AB (remarquons qu'il est ici légitime de se référer 
à ce théorème, car il est démontré avant le postulat des 
parallèles). Mais par le point on ne peut mener qu'une s eu- 
le perpendiculaire à la droite, et par le point apparte- 
nant à la droite on ne peut tracer qu'une s e u le perpendi- 
culaire à cette même droite (ces deux propositions sont dé- 
montrées également avant le postulat des parallèles), donc, 
la droite parallèle C£ ainsi obtenue est unique. 


@ EXEMPLE 3. Si les droites parallèles sont coupées par la sé- 
cante, la somme des angles intérieurs situés d'un même côté 
de la sécante vaut deux droits (2dr) (pour la démonstration 
on n'a pas recours au postulat des parallèles). 

Soient AB | CD et EF une sécanto (fig. 3); les angles 
intérieurs sont notés sur le dessin par des chiffres. Les trois 
hypothèses suivantes sont alors possibles *) : 

1) Somme des angles intérieurs du même côté >2 dr. 

2) Somme des angles intérieurs du même côté <<2 dr. 

3) Somme des angles intérieurs du même côté = 2 dr. 


*) Ici et dans ce qui suit, en parlant d'hypothèses possibles ou de cas possi- 
bles, on n’'affirme aucunement qu'ils sont effectivement admissibles pour les 
données d'un tel ou tel exemple. Bien au contraire, il peut souvent arriver 
qu'une hypothèse admise comme possible s'avérera fausse, c.-à-d. contraire 
à une condition ou à un fait qu'on croit établi, c'est bien le cas des démons- 
trations par l'absurde. 11 s'agit donc toujours des « possibilités a priori », 
c.-à-d. des possibilités qui se présentent d'avance, sans que l'on prend en 
considération d'autres conditions du problème. 
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De la promière hypothèse il s'ensuit : 


1142 dr, 2 +132 dr, 
d'où 


145438 + 44 dr, 


tandis que la somme des quatre angles intérieurs (deux 
paires d’'angles adjacents supplémentaires) est, on réalité, 
égale à 4 droits. La contradiction ainsi obtenue nous permet 
de négliger la première hypothèse. Pour cette même raison 
nous devons renoncer à la deuxième hypothèse, car elle 
nous amène à la conclusion que la somme des quatre angles 
intérieurs <<4 droits. La troisième hypothèse reste ainsi la 
seule possible (elle ne nous amène pas à la contradiction), le 
théorème est donc démontré. 


@ EXEMPLE 4. La somme des angles d'un triangle est 
égale à deux droits (pour la démonstration on n'a pas recours 
au postulat des parallèles). 

Divisons un trianglo ABC quelconque par un segment 
issu du sommet C en deux triangles ct désignons les angles 
ainsi obtenus par des chiffres, comme il est indiqué sur la 


fig. 4. Soit x la somme inconnue des angles du triangle. 
Alors 


A 


Î+54+6— 7x, 
3LAÂ + 5 = x. 
En additionnant, on obticont 
L +5 +8 +4 + 65 +6 — 
Mais la somme Î + à + 3 + 4 est la sommo des angles du 


triangle ABC, elle est égale donc à zx; les angles 5 et 6 étant 
adjacents supplémentaires, leur somme vaut 2 droits. Ainsi, 
on trouve x à partir de l'équation «x +- 2 droits = 2x, d'où 
x = 2 droits. 
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l'ig. 4 


@ EXEMPLE 5. Îl existe un triangle, dont la somme des 
angles est égale à 2 droits (pour la démonstration on n'a 
pas recours au postulat des parallèles). 

Commençons par quelques remarques d'ordre purement 
historique. Le XVIII siècle et le début du XIX° siècle ont 
vu certains mathématiciens s'efforcer de répondre à la 
question suivante: que peut-on dire de la somme des angles 
d'un triangle sans avoir recours au postulat des parallè- 
les *). On a constaté que la somme des angles d'un triangle 
ne peut dépasser 2 droits. Il ne restait que trois possibilités : 
cette somme 1) est toujours (c.-à-d. pour tous les triangles) 
égale à 2 droits ; 2) est toujours inférieure à 2 droits; 3) est 
parfois égale, parfois inférieure à 2 droits. Par la suite la 
troisième hypothèse s'est avérée fausse. Alors on a déployé 


*) Le lecteur peut trouver des nouvelles données historiques ainsi que les in- 
dications sur le rôle de N. Lobatchevski dans ces études dans l'article de 
B. Laptev « Théorie des droites parallèles dans les premières œuvres de 
N. Lobatchevski ». Etudes dans l'histoire des mathématiques, IV éd. 
Gostckhizdat, 1951. 
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tous les efforts pour trouver ne serait-ce qu'un seul triangle 
avec la somme des angles égale à 2 droits. Nous exposerons 
ci-dessous l’une de ces tentatives. Si l'on réussissait à la 
réaliser, le postulat des parallèles serait superflu. 

Comme la somme des angles d'un triangle ne dépasse pas 
2 droits, alors supposons que ABC (cf. fig. 4) soit un triangle 
ayant la somme des angles maximale (s'il y en a plusieurs, 
prenons n'importe lequel). Désignons cette somme par «. 
Ainsi, la somme des angles de tout autre triangle ne dépasse 
pas & et on obtient, avec les notations de la fig. 4, 


Î+23+6<a;: 8+4A+L5<a. 


D'où Î + ? En 8+4 +5 + 6<2a; mais par hypothèse 
Î+ 5 + 3 +24 — a et, de plus. 6 + 6 = 2 droits; par 
conséquent, &œ + 2 droits < 24, «a > 2 droits. & ne pou- 
vant pas dépasser 2 droits, alors &« = 2 droits, c.-à-d. la 
somme des angles du triangle ABC est égale à 2 droits. 


@ EXEMPLE 6. Tous les triangles sont isocèles. 

Soit ABC un triangle quelconque (fig. 5, ou 6, ou 7). 
Menons la bissectrice de l'angle C, puis l'axe de symétrie 
du côté AB (c.-à-d. une droite perpendiculaire à AB et pas- 
sant par le milieu Af du segment AB). Examinons les diffé- 
rents cas de disposition mutuelle de ces droites. En opérant 
avec une seule bissectrice et un seul axe de symétrie, con- 
venons de les appeler « bissectrice » et « axe » tout court. 

Cas 1: la bissectrice ot l'axe ne so 
coupent pas, c.-à-d. soit ils sont parallèles, soit ils se 
confondent. Etant donné que l’axe est perpendiculaire à AB, 
la bissectrice l'est aussi, c.’-à-d. elle se confond avec la 
hauteur, donc, le triangle ABC est isocèle (CA = CB). 

Cas 2:la bissectrice et l'axe socou- 
pent à l'intérieur du triangle ABC 
(fig. 5), soit en un point Ÿ. Etant donné que ce point est 
équidistant des côtés de l'angle ACB, alors, en menant par 
ce point les perpendiculaires VP et NQ à CB et CA res- 
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Fig. 7 


pectivement, on obtient NP = NQ. Mais le point W est en 
même temps équidistant des extrémités du segment AB, 
c.-à-d. NB = NA. Les triangles rectangles NPB ot NQA sont 
égaux comme ayant une hypoténuse égale et un côté de 


l'angle droit égal, donc NAQ = NBP. En ajoutant à ces 
angles égaux les angles de même égaux WAB ct NBA 
(comme des angles adjacents à la base d’un triangle isocèle 


ANS MS 
ANB), on obtient CAB = CBA, d'où il s'ensuit que le 
triangle ABC est isocèle (notamment, CA = CB). 
Cas d3:la bissectrice et l'axe se cou- 
pent sur le côté AB, c.-à-d. au milieu 47 de ce 
côté. Cela signifie que dans le triangle ABC la médiane et 
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la bissectrice menées du sommet C se confondent, d'où il 
s'ensuit que ce trianglo est isocèle. 


@ REMARQUE. Nous devons mettre le lecteur en garde contre 
l'erreur éventuelle. On sait très bien que dans un triangle rectangle 
la médiane ct la bissectrice coïncident. Mais nous invoquons ici la 
réciproque: « si dans un triangle quelconque la médiane et la bissec- 
trice menées d'un même sommet coïncident, alors ce triangle est iso- 
cèle ». Formulé de cette façon le théorème inverse est également 
juste, mais sa démonstration peut être difficile pour le lecteur. C'est 
pourquoi nous donnerons ci-dessous l'une des démonstrations pos- 
sibles. Supposons que le segment CAf soit en même temps médiane et 
bissectrice du triangle ABC. En abaissant du point Af les perpendi- 
culaires AfP ct AfQ sur les côtés CB et CA (on peut utiliser la fig. 5, 
si l’on considère que les points f et N se confondent, la droite MN 
étant alors superfluc), on obtient les triangles rectangles égaux A1PB 
et A/QA. D'où, en prenant en considération l'égalité des angles ABP 
et 1140, il s'ensuit que le triangle ABC est isocèle. Ce raisonnement 
est inachevé si l’on ne démontre pas que les points P ot Q tombent 
exactement sur les côtés CB et CA et non pas sur leurs prolongements. 
L'un de ces points pourrait tomber sur le prolongement du côté cor- 
respondant si l'un des angles À et B était obtus. Soit, par exemple, 
l'angle B obtus, de sorte que le point P se trouve sur le prolongement 
du côté CB; on obtient de nouveau MAQ = MBP, mais cela nous 
amène à la contradiction, car lo premicr de ces angles cest intérieur 
pour le triangle 4 BC, le deuxième — extérieur, et ces’angles ne sont 
pas adjacents supplémentaires. 

Cas 4a:la bissectrice ot l'axe se cou- 
pent en dehors du triangle‘ ABC; les 
pieds des perpendiculaires,abaissées 
du point N de lour intersection sur 
les côtés CBet CA,se trouvent sur ces 
mêmes côtés et non pas sur leurs pro- 
longements. Comme auparavant on obtient les tri- 
angles égaux VNPB et NOA et un triangle isocèle À VB. Les 
angles adjacents à la base AB du triangle ABC sont égaux, 
mais cette fois comme les différonces (et non pas comme les 
sommes, cas 2) des angles respectivement égaux. 

Cas 4h:la bissectrice et l'axe se cou- 
pent en dehors du triangle ABC; les 


pieds des perpendiculaires,abaissées 
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du point NM de leur intersection sur 
les côtés CBet CA,so trouvent sur les 
prolongements de ces côtés (fig. 7). Les 
constructions et raisonnements analogues aboutissent à la 
conclusion sur l'égalité des angles extérieurs aux sommets 
A ot B du triangle ABC. D'où il découle immédiatement 
l'égalité des angles intérieurs À et B et, par conséquent, 
CA = CB. 


@ EXEMPLE 7. L'angle droit est égal à celui obtus. 

Par les extrémités du segment AB (fig. 8 ou 9) menons 
deux segments égaux AC et BD, se trouvant d'un même 
côté de la droite AB et formant avec elle un angle droit 
DBA cet celui obtus CAB; nous allons démontrer l'égalité 
de ces angles. En joignant Cet D, on obtient un quadrilatère 
ABCD dont les côtés AC et BD ne sont évidemment pas 
parallèles, de même que les côtés AB et CD (sinon, ABCD 
serait un trapèze isocèle aux angles inégaux adjacents à la 
base AB). Pour chacun des segments AB, CD construisons 
son axe de symétrie. Vu que ces segments ne sont pas parallè- 
les, les axes de symétrie leur étant perpendiculaires ne sont 
pas parallèles et ne se confondent pas, mais se coupent, 
disons, en un point Ÿ quelconque. Examinons les cas qui 
peuvent se présentor. 

Cas 1:1le point N ost «au-dossus» de 
la droito AB, plus précisément il est situé de ce même 
côté do la droite AB que le quadrilatère ABCD (cf. fig. 8, 
où le point W est intérieur au quadrilatère). Joignons ce 
point avec tous les sommets du quadrilatère ; étant donné 
qu'il est équidistant des extrémités du segment AB et du 
segment CD, les triangles VNAC et NBD sont égaux (comme 


MS 
ayant les trois côtés égaux). D'où il s'ensuit que NAC — 


MN 
— NBD. En ajoutant au premier de ces angles l'angle VAB 
ot au deuxième l'angle NBA et en prenant en considération 
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Fig. 8 


Fig. 9 


IN SIN _. 
que NAB — NBA (comme les angles d'un triangle isocè- 


PS IN 
le), on obtient CAB — DBA. 
Cas 2: le point Nse trouve sur AB, 
c.-à-d. À est le milieu du segment AB. La démonstration 
précédente étant considérablement simplifiée, l'égalité 


NX IN 
CAB = DBA découle immédiatement de l'égalité des tri- 
angles NAC et NBD. 

Cas 3:le point N se trouve «au-des- 
sous» de AB, c.-à-d. il est situé de l'autre côté, par 
rapport au quadrilatère ABCD, de la droite AB (fig. 9). 


? ., ? . e MS MS . 
De l'égalité des triangles il s'ensuit NAC = NBD, mais 
cetto fois de ces angles il faut retrancher les angles égaux 


SO TR 
NAB et NBA pour retrouver CAB = DBA. 


@ EXEMPLE 8. Si entre les éléments de deux triangles il 
existe une telle correspondance que deux côtés quelconques 
et l'angle opposé à l'un de ces côtés d'un triangle sont respec- 
livement égaux aux éléments correspondants de l'autre, ces 
triangles sont égaux. Bref: les triangles sont égaux s'ils ont 
deux côtés égaux et l'angle opposé à l'un de ces côtés égal. 
Examinons deux triangles ABC et 4,B,; Ci (fig. 10 ou 11, 
ou 12). Soit AB = AB, AC = AiCy, C = C,. Il faut 
démontrer l'égalité de ces triangles. Pour cela nous allons 
recourir au opélié que l'on utilise pour la démonstration de 
l'égalité des triangles ayant les trois côtés respectivement 
égaux : appliquons le triangle A,B,C; au triangle ABC de 
façon que les extrémités des côtés égaux (plus précisément 
ceux opposés aux angles égaux) 4B et 4,B, se confondent (4 
avec À, et B avoc B;); alors le triangle 4,B,C; (renversé) 
occupera la position ABC,. Joignons les points Cet C, ct 
examinons les trois cas qui peuvent se présenter. 
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B; 
C 
B, 


< 


l'ig. 10 
Fig. 11 
Fig. 12 


Cas d4:la droite CC; coupe le côté AB 
en son point intérieur (fig. 10). Le triangle 


TN LAN 
ACC, étant isocèle, ACC, = AC,C ; retranchant ces angles 
égaux respectivement des angles ACB et AC,B égaux selon 


de MS 
les données du problème, on obtient BCC, = BC,C. Cela 
signifie que le triangle CBC, est, à son tour, isocèle, notam- 
ment CB = C,;B, d'où CB = CiB;, et les triangles ABC 
et A,B,C, sont égaux comme ayant tous les côtés égaux. 

Cas 2:la droite CC, coupe le prolon- 
gement du côté ABau-delà du point BP 
(fig. 11). Le raisonnement reste le même et l’on ne change 
que l'ordre de soustraction: des angles égaux ACC, et 
AC,C on retranche les angles égaux ACB et AC,B. 

Cas 3:la droite CC;coupe le prolon- 
gement du côté AB au-delà du point À 
(fig. 12). Les raisonnements sont analogues à ceux du cas 1, 
mais la soustraction est remplacée par l'addition : aux angles 
égaux ACC, et AC,C on ajoute les angles égaux ACB et 
AC,B. 

@ EXEMPLE 9. Un rectangle inscrit dans un carré est 
également un carré *). Plus précisément: si le rectangle 
MANPQ (fig. 13) est inscrit dans le carré À BCD de sorte que 
sur chaque côté du carré se trouve l’un des sommets du 
rectangle (dans le cas considéré, M sur AB, N sur BC, P 
sur CD, Q sur DA), alors ce dernier est également un carré. 

Commençons par abaisser à partir des points P et Q les 
perpendiculaires P2X et QS sur AB et BC respectivement. Ces 
perpendiculaires, dont chacune est égale au côté du carré 
ABCD, sont égales entre elles. Elles sont des côtés do l'angle 
droit des triangles PARA et OSN, dont les hypoténuses, com- 
me diagonales du rectangle MANPQ, sont à leur tour égales 
entre elles. D'où il s'ensuit l'égalité des triangles (hachurés 


*) On cspère bien quo le lecteur ne prenne pas pour contradictoire la phrase 
que voici: « le rectangle... est... un carré». Il va de soi que ce ne sont pas 
tous les rectangles, mais certains d'entre eux qui représentent des carrés. 
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Fig. 13 


sur la fig. 13) et des angles: 
PS MN 
PMR = QNS. 


Examinons à présent le quadrilatère MBNO (marqué sur 
la fig. 13 en traits gras ; O — point d'intersection des diago- 
nales du rectangle MN PO) ; son angle extérieur au sommet N 
est égal à l'angle intérieur au sommet 7, par conséquent, la 
somme de deux angles intérieurs aux sommets Àf et N est 
égale à 2 droits. La somme des angles intérieurs aux sommets 


B etO doit être la même, mais l'un d'eux (À) est droit, donc, 
l'angle O l'est aussi, c.-à-d. les diagonales du rectangle sont 
perpendiculaires entre elles, mais c'est bien, parmi les 
rectangles, le carré qui possède cette propriété. La démons- 
tration est donc terminée. 


@ EXEMPLE 10. La perpendiculaire et l'oblique à une 
même droite ne se coupent pas. C'est une modification d'un 
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Fig. 14 


sophisme antique bien connu que l'on doit au mathémati- 
cien grec Proclus (Ve s.) *). Précisons un peu notre hypo- 
thèse : aux points À et Z de la droite AB (fig. 14) on mène 
d'un même côté de cette droite deux rayons: AQ qui forme 
un angle aigu BAQ avec la droite AB et BP perpendicu- 
laire à AB (pour préciser que ce sont des rayons, on les a 
marqués sur le dessin par des flèches). Il faut démontrer que 
ces rayons ne se coupent pas. 

Divisons le segment AB en deux et portons sur chacun 
des rayons ÀAQ et BP 1/,AB; ainsi AA, = BB, = 1/,AB. 
La perpendiculaire et l'oblique ne peuvent pas se couper sur 
les segments AA, et BB;,, c.-à-d. les segments A4, et BB, 
ne peuvent pas avoir un point commun. En effet, s’il exis- 
tait un tel point commun (Æ), on aurait obtenu un tri- 
angle (AKB), dont la somme de deux côtés (AX + KB) 
serait inférieure ou égale à son troisième côté (AB), ce qui 


“) Pour l'exposé de ce sophisme chez Proclus voir Fonola JR. La geometria non- 
cuclidca; cexposizionc storico, critico del suo sviluppo. Bologna, 1906. 
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est impossible. Joignant les points À, et 7, refaire les cons- 
tructions précédentes: à partir des points À, et B, repor- 
tons sur chaque rayon AB et BP suivant sa direction !/,4,B;, 
alors nous obtenons A,4, = B,B, = 1/,A,B,. Selon ce que 
nous avons dit plus haut, les segments 4,4, et B,B, ne 
peuvent pas avoir un point commun, en particulier, À, ne 
peut pas coïncider avec B, ; alors, divisons le segment 4,B, 
en deux et faisons 4,4 3 = B,B3 = !/,A,B,, et ainsi de suite 
(il faut souligner tout particulièrement qu'on porte chaque 
fois les segments égaux AA = BiBhsy = */, A,B, sur 
les deux rayons suivant la direction de chaque rayon, donc 
cette procédure est parfaitement légitime). Ce processus se 
poursuivra indéfiniment ; il ne pourrait s'interrompre que 
si le segment 4,B, avait disparu, c.-à-d. si les points À, 
et B, d’un même numéro s'étaient confondus mais, comme 
nous l'avons vu, c'est impossible (il est d'ailleurs évident 
qu'une telle coïncidence est impossible, ce qui découle 
immédiatement du fait qu'autrement on aurait obtenu un 
triangle rectangle, dont l'hypoténuse AA, était égale au 
côté de l'angle droit BB,). Donc, à chaque étape de ce 
processus infini la perpendiculaire et l'oblique ne peuvent 
pas se couper, alors cela n’a jamais lieu. 


Ainsi on à examiné toute une série de raisonnements qui 
semblent, à première vue, aussi probants que les démons- 
trations tirées du cours do géométrie. Parfois ces raisonne- 
ments servent à démontrer des absurdités évidentes, dans 
d'autres cas, la fausseté des hypothèses à démontrer est 
voilée, mais le lecteur est déjà averti que certaines erreurs 
se sont glissées dans tous les raisonnements considérés. 

Avant de passer à l'analyse détaillée (chapitre IT) des 
cas ci-dessus, on adresse au lecteur une fois de plus un con- 
seil instant d'essayer de relever personnellement toutes ces 
erreurs. Même si l’on ne parvient pas à le faire totalement, 
les réflexions personnelles poseront les fondements nécessai- 
res pour la lecture du chapitre II. Le cas réussi, le lecteur 
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comparera ses propres interprélations avec celles exposées 
au chapitre IT. Etant donné que ce travail exige une cer- 
taine expérience, on donne ci-dessous quelques conseils et 
indications utiles. 

1. Réfuter une démonstration géométrique erronée c'est 
d'y révéler une faute logique. La difficulté consiste en ce 
que toutes les démonstrations en question sont presque par- 
Lout correctes et ne renferment qu'une certaine lacune qu'il 
faut mettre en évidence. 

2. En soumettant une démonstration à la critique, on 
dit souvent qu'elle est faite à l'aide d’un « dessin inexact ». 
Ce n'est d'ailleurs pas une formulation heureuse, en tout cas 
elle est loin d'être complète. Quand on dit qu'un dessin À 
n'est pas exact et doit donc être remplacé par un autre, di- 
sons B, on masque par cela un état des choses suivant : lors 
de la démonstration on n'a pas examiné lous les cas possi- 
bles (ce qui est une faute logique d'ailleurs !), le dessin À 
ne donne que des cas qui s'avéreront plus tard contraires 
aux données d'un théorème et l’on a omis ceux (dessin 2) 
qui sont en parfait accord avec ces mémes données. Ainsi, 
la faute n'est pas dans l'imprécision du dessin, mais dans le 
fait qu'on n'a pas énuméré tous les cas possibles. 

3. Si, par exemple, le dessin À représente un cas qui 
nous amène à l'absurde, il suffit de montrer que, grâce au 
dessin À, on n'en vient pas à la méme conclusion pour démon- 
trer d'une façon indirecte (« par l'absurde ») l'impossibilité 
du cas À. Il est de plus désirable (mais non pas obligatoire |) 
de démontrer de façon directe que l'hypothèse mène néces- 
sairement au cas B (voir les exemples dans le chapitre IT). 

4, Bien qu'un dessin ne puisse de lui-même ni révéler 
la fausseté, ni prouver la justesse d’une hypothèse, néan- 
moins on recommande de faire autant que possible des des- 
sins précis (avec des instruments). Là où on a affaire à 
un sophisme évident il faut faire un dessin de façon à mettre 
en relief l’absurdité d'une conclusion. Dans l'exemple 7, 
il vaut mieux prendre l'angle obtus proche de 180”; dans 
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l'exemple 10, tracer une perpendiculaire et une oblique se 
coupant déjà dans les limites du dessin, etc. Un tel dessin 
peut montrer où est l'erreur. 

5. Parfois une erreur n'a rien à voir avec le dessin et 
consiste, par exemple, en ce qui suit: on démontre (et d'une 
façon correcte) une hypothèse autre que celle à démontrer 
et celui qui le fait ou ne voit pas lui-même une telle substi- 
tution ou bien le fait sciemment dans l'espoir que personne 
ne la révélera non plus. 

6. Quand on ne connaît pas si une proposition à démon- 
rer est vraie ou non, il vaut mieux (ce n'est d'ailleurs 
pas obligatoire) essaver de le savoir au juste. IT est à rete- 
nir qu'une hypothèse est réfutée si l’on trouve ne serait-ce 
qu'un seul exemple contraire à cette hypothèse. 

Le lecteur comprendra mieux Île sens des indications 
ci-dessus après avoir analysé les exemples proposés et lu 
le chapitre suivant. Il est donc utile de faire appel à ces 
indications lors de la lecture du chapitre II. 


IL. ANALYSE DES EXEMPLES DU CHAPITRE I 


æ® EXEMPLE 1. En prétendant qu'avec les parties 7, ZI, 
IIT, IV d'un carré on puisse former un rectangle, nous 
avons confiance soit en une apparence mal fondée, soit en 
une expérience imprécise (si l'on découpe ce rectangle en 
papier). Quelle est en effet la raison pour considérer que les 
figures Z et ZIZ (ou, ce qui revient au même, ZI et IV), ap- 
pliquées l'une à l'autre, forment un triangle, c.-à-d. que 
le côté latéral oblique du trapèze Z et l'hypoténuse du trian- 
gle ZIT constituent une droite sans former un « angle » 
en un point commun de ces segments ? Le fait qu'on ne le 
voit pas sur le dessin ou sur le patron en papier n'est évidem- 
ment pas un argument: même faisant abstraction de l'im- 
perfection de nos perceptions visuelles, il faut dire qu'elles 
ont surtout trait aux modèles physiques et non pas aux figu- 
res géométriques, donc on ne peut s'en servir pour les dé- 
monstrations géométriques *). 

Il suffit de révéler cette lacune pour reconnaître injus- 
tifiée toute la démonstration ou, tant que la lacune n'est 
pas comblée, on peut même se refuser à la discuter. Mais 
nous allons quand même mettre en évidence ce problème. 

Si, par exemple, on réussissait à démontrer que la somme 
des angles a et f (fig. 1) vaut 2 droits ou que les angles & 
et «’ sur cette figure sont égaux, alors l’absence de « ruptu- 
re » recevrait un fondement et la démonstration s'avérerait 
juste. Est-ce possible ? Si l'on raisonne de façon indirecte, 
notamment par l'absurde, la réponse est négative: en effet, 
uno réponse positive nous donne l'égalité du type 441 — 442. 

D'ailleurs on peut s'assurer directement que les angles 


*) Ce n'est pas d'emblée que l'humanité en est venue à cette conclusion. Ainsi, 
au cours des fouilles d'un temple indien, construit mille ans avant notre 
ère, on a découvert certaines notes mathématiques dont une figure géomé- 
trique gravée sur pierre. 1 s'agissait évidemment d'une règle de la déter- 
mination de l'aire d'un cercle; au licu d’une démonstration on a écrit près 
de cette figure: « regarde! ». 
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a ct a’ ne sont pas égaux ct en même temps déterminer 
lequel d'entre eux est le plus grand. L’exposé ci-dessous 
peut être compris par tout lecteur possédant des notions même 
élémentaires de trigonométrie (au lieu de la trigono- 
métrie on peut utiliser les propriétés des triangles sembla- 
bles). Du triangle Z1IT (fig. 1) il découle que: 


21 
z : 
Si du sommet de l'angle B du trapèze Z on abaisse une per- 
pendiculaire (elle n'est pas représentée sur la fig. 1) sur 
la plus grande base, on obtient un triangle rectangle dont 


les côtés de l'angle droit sont égaux à 13 et 13 — 8 = 5, 
d'où 


ig a — 


de 
(er) 


tg a — F | 
; 21 13 21 13 1 . 
Etant donné que 35: notamment À 0: il 


s'ensuit que tga >tga’, d'où 
a>a, a+/$B>2 dr. 


L'image s'éclaircit donc: on peut, en effet, insérer à 
l'intérieur d’un rectangle les parties 7, ZI, TITI, IV du carré, 
mais celles-ci ne couvrent pas entièrement tout le rectangle 
et laissent un «interstice » en forme de parallélogramme 
extrêmement étiré dirigé suivant la diagonale du rectangle. 
Il n'est pas étonnant que nous ne le distinguons pas: sur 
une distance de 36,4... (cm), son aire ne dépasse pas 1 (cm°), 
c'est justement le surplus décelé au cours du passage du 
carré Q au rectanglo Z?. Pour rendre l'image plus explicite 
modifions les données numériques du problème, comme cela 
est fait, par exemple, sur la fig. 15, où l'aire de cet «inters- 
tice » est de 99 (cm*), tandis que celle du rectangle tout 
entier est de 540 (cm°). | 


@ EXEMPLE 2. L'erreur commise dans ce cas est très 
fréquente ; elle a déjà été mentionnée dans la logique classi- 
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que sous la dénomination latine de « ignoratio elenchi », co 
qui, dans uno traduction libre, veut dire l° « incompréhen- 
sion de ce qu'on a démontré ». En effet, à quoi aboutit-on 
par les raisonnements illustrés à la fig. 2? On a seulement 
démontré qu'en construisant une droite parallèle par ce 
procédé (au moyen de deux perpendiculaires), on n'obtient 
qu'une seule droite. Mais le procédé lui-même, est-il uni- 
que ? Evidemment non ! On connaît d’autres façons d'arri- 
ver au même but. C'est ainsi, par exemple, qu'au lieu du 
pied D de la perpendiculaire CD (cf. fig. 2) on aurait pu 
choisir n'importe quel autre point D” (fig. 16) de la droite 
AB, le réunir au point C de la droite D°F et de construire à 
partir du ravon CF l'angle FCE" de sommet C' égal à l'angle 
CD'B (et ceci de sorte que les rayons C£" et D'B se trouvent 
du même côté de FD"). En vertu du théorème (démontré 
avant l'axiome) sur le parallélisme des droites, les angles 
correspondants étant égaux, on peut dire que la droite CE" 
est parallèle à AB. Mais où est la garantie que les droites 
CE (fig. 2) et CE” (fig. 16) coïncident ? Affirmer que tous 
les procédés de construction aboutissent toujours à la même 
droite *), c'est admettre sans démonstration l'hypothèse à 
démontrer. 


@ EXEMPLE 3. Précisons nos hypothèses: quelles que soi- 
ent les droites parallèles et la sécante, la somme de tout 
couple d’angles intérieurs pris du même côté de la sécante 
est toujours soit supérieure à 2 droits, soit inférieure à 
2 droits, soit égale à 2 droits. Mais l'énumération de ces cas 
n'est exhaustive qu'à première vue: on a omis le cas où 
cette somme cest tantôt supérieure, tantôt inférieure et tantôt, 
peut-être, égale à 2 droits, supposition n’entraînant d'ail- 
leurs aucune contradiction. Par exemple, les inégalités 
Î +4 > 2 droits et 2 +- ; << 2 droits (cf. fig. 3) ne contre- 


disent pas l'égalité Î + 2 + 3 4 À — 4 droits. 


*) Dans la géométrie de Lobatchevski les droites CE ct CE” ne coïncident pas 
par hypothèse. 
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Remarquons que sans même entrer dans les détails de la 
démonstration on peut s'’apercevoir de son peu de fondement 
d'après un trait superficiel: cette démonstration n'utilise 
d'aucune façon le parallélisme des droites AB et CD. Si la 
démonstration était correcte, on aurait démontré le théorème 
suivant : « deux droites quelconques coupées par une troi- 
sième forment des angles intérieurs du même côté de la 
sécante dont la somme est égale à 2 droits», ce qui est 
notoirement faux. Or, si, au contraire, on ne prend pas en 
considération le parallélisme des droites 4B et CD, on verra 
alors, en règle générale, se réaliser le quatrième cas, omis 
dans la démonstration réfutée, à savoir : la somme des angles 
d'un côté de la sécante sera supérieure et, de l'autre, infé- 
rieure à 2 droits. 


@ EXEMPLE 4. Il est généralement" admis que la somme 
des angles d’un triangle est constante (et égale à 2 dr) pour 
tous les triangles indépendamment de leurs formes et dimen- 
sions: c'est pourquoi la proposition « désignons par x la 
somme des angles d'un triangle (quelconque) » ne soulève 
pas d'objections. Mais au moment de la démonstration du 
théorème proposé nous n'avons aucune idée sur la somme des 
angles du triangle, il n’y a pas donc de raison de la suppo- 
ser identique pour tous les triangles. Nous pourrions évidem- 
ment. considérer la somme comme constante sans le démon- 
trer et dans ce cas les raisonnements utilisés serviraient en 
effet à démontrer que cette somme est" égale à 2 droits. 
Mais cela n'aboutirait qu'à introduire au lieu du postulat 
des parallèles un autre postulat sans d'ailleurs en tirer un 
avantage quelconque. 


e EXEMPLE 5. L'histoire des mathématiques connaît plu- 
sieurs cas où une même erreur était commise : on admettait 
sans aucune raison que parmi les nombres d'un ensemble in- 
fini donné il existe un nombre qui est le plus grand de tous 
les autres (ou, dans d’autres cas, le plus petit). D'ailleurs, il 
ne viendrait à l'esprit de personne de chercher ce plus grand 
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nombre dans la série dos nombres naturels 1, 2, 3, ... 
L'absence de ce nombre est d'ailleurs expliquée par la cons- 
tante croissance des nombres do cette série infinie. Or, la 
série de fractions dont le dénominateur est d'une unité 
supérieur au numérateur 


1 2 3 


4 
23415 


Te 
peut aussi être prolongée de façon illimitée, en additionnant 
chaque fois une unité au numérateur et au dénominateur et, 
comme dans le premier cas, les nombres tout en augmentant 
ne permettent pas d'y distinguer le plus grand. D'ailleurs, 
il n'existe pas de plus grande fraction propre. 
L'exemple géométrique suivant s'apparente davantage 


à celui que nous avons donné: l'angle intérieur d'un poly- 


2 dr (n—2) 
n 


gone régulier *) égal à , Où x est le nombre de 


côtés, est toujours inférieur à 2 droits, mais il n'existe pas 
de polygone régulier dont l'angle intérieur soit maximal. 

La proposition que parmi les triangles dont on ne sait 
que la somme de leurs angles ne dépasse pas 2 droits, 
il en existe un dont la somme des angles est maximale, 
constitue justement le point faible de la démonstration 
donnée. C’est une proposition indémontrée qu'on pourrait 
prendre pour nouvel axiome au lieu du postulat des paral- 
lèles. 

En généralisant les résultats obtenus après l'analyse 
des exemples 4 et 5 on aboutit à la conclusion suivante: 
on peut démontrer que la somme des angles d’un triangle 
vaut 2 droits et rendre ainsi inutile le postulat des parallèles 
en admettant sans démonstration l'une des propositions 
suivantes: Î{) la sommo des angles de tous les triangles 
est invariable; 2) il existe un triangle (ne serait-ce qu'un 
seul) dont la somme des angles est maximale. 


”) cu appelle ainsi les polygones dont tous les côtés ct tous les angles sont 
gaux. 
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© EXEMPLE 6 On n'a pas examiné tons les cas possibles 
(pour ces deux derniers mots voir la note à Ia pago 197, 
notamment, on n'a pas envisagé le cas, où l'une des per- 
pendiculaires NP et NO est abaissée sur le côté du triangle 
ABC et l’autre sur son prolongement (fig. 17, où pour le 
moment on négligera la circonférence tracée en pointillé). 
Dans ce cas un des angles adjacents à la base AB du triangle 
ABC sera égal à la différence de deux angles, tandis que 
l'autre est supplémontaire pour la somme de ces mêmes 
angles — or, on ne peut bien sûr en tirer aucune conclusion 
concernant les angles adjacents à la base et donc l'égalité des 
côtés latéraux. Il suffit d'établir cette lacune dans la démon- 
stration pour la réfuter. Si, de plus, le triangle donné n'est 
pas isocèle, alors on peut affirmer (enraisonnant par l’absurde) 
que tous les cas étudiés (fig. 9, 6, 7) sont impossibles, et 
que le seul cas possible (fig. 17) est négligé *). 
D'ailleurs, nous allons démontrer de façon directe que 
dans un triangle non isocèle la disposition des parties de 
la figure est telle qu'elle est représentée à la fig. 17. En 
effet, soit CA > CB. Circonscrivons un cercle au triangle 
ABC; en vertu de la propriété des angles inscrits, la bissec- 
trice de l'angle C doit passer par le milieu NW de l'arc AB 
intercepté par cet angle. Mais l'axe de symétrie de la corde 
AB doit également passer par ce même milieu #. Ainsi, 
le point d'intersection de l'axe de symétrie et de la bissec- 
trice se trouve sur le cercle circonscrit, c.-à-d. notoirement 
en dehors du triangle ABC. Selon la forme des angles NAC 


*) A première vue Îi] paraît qu'on a, de mème, négligé les cas, où le point 
est situé à l'intérieur du triangle ou sur la base de celui-ci et les points P 
et Q sc trouvent de part et d'autre de AZ (il va de soi que n'y a rien d'im- 
possible dans ce que le picd de la perpendiculaire abaissé d'un point inté- 
rieur au triangle sur l'un de ses câtés se trouve sur le prolongement de ce 
CÔtÉé -- il suffit d'imaginer un trianswle obtusangle), Toutefois, dans ce 
qui suit nous allons établir que le point d'intersection de l'axe de symétrie 
avec la bissectrice d'un triangle non isocèle se trouve obligatoirement à 
l'extérieur de celui-ci. Le lecteur qui connaît le thévrème « lu bissectrice de 
l'angle d'un triangle divise le côté opposé en parties proportionnelles aux 
deux autres côtés » peut essayer d'établir cette propridté du point d’inter- 
section en faisant appel à un autre procédé. 
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Fig. 17 


ct NBC (aigus ou obtus) les pieds des perpendiculaires 
abaissées du point N sur CB et C'À se trouveront sur ces 
côtés ou sur leurs prolongements. Au lieu de ces angles 
inscrits prenons maintenant les arcs qu'ils interceptent. 


FF, FX, 
Puisqu'on a supposé CA > CB, on a CA >CB, d'où, 


vu que AN = BN, il découle CAN > CBN. Cela signifie 
que l'arc CAN est plus grand ct l'arc CBN plus petit que 
la demi-circonférence, par conséquent, l'angle CBN est 
obtus et l'angle CAN aigu. Donc, le pied de la perpendicu- 
laire NP se trouve sur le prolongement du côté CB, et le 
pied de VO sur le côté même AC. 


@ EXEMPLE 7. À première vue, la démonstration paraît 
convaincante, on croirait même que tous les cas essentiel- 
lement différents *) ont été examinés (le point V se trouve 
au-dessus, au-dessous et sur la droite AB). Cependant, dans 


*) Deux cas sont essenticllement différents si la démonstration valable pour 
l'un d'eux ne peut textucllement être appliquée à l'autre. 
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Fig. 18 


l'exemple donné la démonstration ne dépend pas seulement 
de la position du point Ÿ. Il faut noter que dans le cas 3 
la somme de l'angle droit ABD et de l'angle aigu ABN 
vaut toujours l'angle obtus DBN; or, pour l'angle obtus 
CAB on peut admettre qu'une fois sommé à l'angle aigu 
NAB il donne de nouveau un angle obtus (cf. fig. 9), mais 
il peut également donner un angle «surobtus » (c.-à-d. 
plus que 180°, fig. 18) et cela modifie complètement le 
problème. 

Le cas 3 se présente donc sous deux aspects différents : 
l'angle obtus CAB ct le triangle CAN se trouvent 1) d'un 
côté (cf. fig. 9) de la droite AC, 2) de part et d'autre de 
cette droite (fig. 18, où on no tiendra pas compte pour le 
moment des lignes on pointillé). Le premier de ces deux 
cas, où l'angle CAB fait partie de l'angle CAN, nous a 
déjà donné que l'angle DBA était égal à l'angle CAB. 
Mais le deuxième cas ne nous amène pas à cette conclusion : 
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l'angle droit DBA représente toujours la différence de doux 
angles (DBN ct ABN), quant à l'angle obtus CAB il com- 
plète (jusqu'à 4 droits) la somme de deux angles pareils 
(CAN et BAN). En raisonnant par l'absurde, on conclut 
que co deuxième cas est le seul possible. 

Pour rendre la figure plus explicite faisons quelques 
constructions supplémentaires. Du point À élevons une 
perpendiculaire à AB (maintenant les lignes en pointillé 
de la fig. 18 entrent en jeu) et portons sur celle-ci un segment 
AË£ dont la grandeur et la direction coïncident avec celles 
du segment BD ; il est évident qu'on a également AZ — AC. 
Joignons le point Æ£ aux points D, N et C; comme ABDE 
est un rectangle, l'axe do symétrie du segment AB l'est 
aussi pour le segment Æ£D, par conséquent, NE — ND, 
d'où il s'ensuit que NE — NC. Les points À et W sont donc 
équidistants des extrémités du segment CE, et, par consé- 
quent, la droite AV est l'axe de symétrie de ce segment. 
Après symétrie par rapport au segment AB le triangle 
DBN se transforme en triangle £AN (d'orientation oppo- 
sée *)), sa symétrie par rapport à la droite AW donne le 
triangle CAN (de même orientation que le triangle DBN). 
Le triangle CAN s'obtient donc à partir du triangle DBN 
par une simple rotation de ce dernier autour du sommet V 
de l'angle BNA (—EÆEAC, c.-à-d. égal à la différence des 
angles initiaux obtus et droit). 


@ EXEMPLE 8. On commence par s'assurer de la fausseté 
du théorème. Il suffit pour cela de choisir un « exemple 
contradictoire », c.-à-d, de trouver un cas où les hypothèses 
du théorème sont vérifiées et la conclusion ne l'est pas. 
Un tel exemple peut être obtenu si l'on partage un triangle 
isocèle quelconque LIN (LN = MN, fig. 19) en deux par 
un segment de droite VP issu du sommet mais diffé- 
rent de la médiane. Les triangles LNP et MANP ainsi 


*) Le Jlecteur ignorant ce qu'est la notion d'« orientation d'un triangle» peut 
tout simplement négliger la phrase entre parenthèses. 
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obtenus (la correspondance s'établit par l'ordre du parcours 
des sommets) ont un côté commun WP, de plus, LN = MN 


et À, — Àf, donc, les hypothèses du théorème sont vérifiées 
mais les triangles ne sont certainement pas égaux (ne fût-ce 
que pour la seule raison que LP = AP). 

Toutefois, même sans savoir si le théorème est juste ou 
faux on pourrait relever une lacune dans la démonstration, 
à savoir (on revient aux désignations des fig. 10 à 12) qu'on 
a négligé les cas où la droite CC, passe par l’une des extré- 
mités (4 ou B) du segment AB, autrement dit, que les 
côtés CA et C,ÀA ou CB et C:B constituent mutuellement 
leur propre prolongement. 

Dans le premier de ces doux cas (les deux côtés égaux, 
AC et AC: de la fig. 20, sont situés sur une même droite) 
la conclusion du théorème est tout de même vérifiée: si 
l'on applique le triangle À,B,C; au triangle ABC, on obtient 
le triangle isocèle BCC: (en vertu de l'égalité des angles 
C et C:), par conséquent, 


BC — BC; — B,C\. 


Ajoutons que cela ne peut avoir lieu que si les triangles 
sont rectangles (sur la fig. 20, à gauche, les angles au point À 
sont égaux et supplémentaires) *). 

Il en est autrement si sur une même droite se trouvent 
les côtés (BC et BC, fig. 21) dont rien n'est dit dans l'énoncé 
du théorème. Il est évident que l’on obtient un triangle 
isocèle ACC>, mais on ne peut rien affirmer sur la nature des 
côtés CB et C:B. Bien plus, il viendra aussitôt à l'esprit 
du lecteur le triangle isocèle (cf. fig. 19) partagé en deux 
parties inégales et il conclura que dans ce cas les triangles 
ABC et A,B,C, no sont pas, à proprement parler, égaux 


*) Remarquons qu'il faut aussi prévoir une telle possibilité (les sommets C, 
A, C4 appartiennent à une même droite) lors de Ja démonstration habituelle 
de légal té des triangles ayant les trois côtés respectivement égaux. Pour 
ces suppositions la démonstration en est également menée à bien et, de 
même, on arrive à la conclusion que dans ce cas les triangles égaux doivent 
être rectangles. 
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Fig. 19 


Fig. 20 


C: 


15—036 


(à moins que les angles aux sommets B ct B, soient droits, 
alors on obtiendrait de nouveau une égalité). 


@ REMARQUE 1. Les raisonnements précédents nous sug- 
gèrent des corrections à apporter au théorème, autroment 
dit, à le remplacer par d’autres théorèmes du même genre 
mais cette fois justes. Nous donnerons ci-dessous deux 
exemples de telle « correction ». 

a) Si entre les éléments de deux triangles il existe une 
relation telle que deux côtés quelconques et l'angle opposé à 
l'un d'eux dans l'un des triangles sont égaux aux éléments 
homologues dans l'autre, alors les angles opposés à deux autres 
côtés égaux (sur les fig. 10 à 12 et 20 à 21 ces angles sont 
marqués par B et B,) sont soit égaux (dans ce cas les triangles 
sont égaux, fig. 10 à 12 et 20), soit leur somme est égale 
à 2 droits (fig. 21). 

b) Si entre les éléments de deux triangles il existe une 
relation telle que deux côtés et l'angle opposé au plus grand 
d'entre eux dans l'un des triangles sont égaux aux éléments 
homologues dans l'autre, alors ces triangles sont égaux. 

En effet, nous avons éliminé de cette façon le cas repré- 
senté à la fig. 21: aucun des angles B et B, ne peut être 
obtus (ni même droit), car ils ne sont pas opposés au plus 
grand côté. Ce théorème est parfois énoncé dans les manuels 
de géométrie sous la dénomination de « quatrième cas 
d'égalité des triangles ». 


@ REMARQUE 2. Le fait suivant peut sembler, à 
première vue, étrange: le cas d'égalité des triangles peut 
être assimilé, à certain égard, « de façon aussi proche que 
l'on veut » au cas de leur inégalité. Ainsi, par exemple, si 
l’on compare la fig. 10 avec la fig. 21, on voit que le point B, 
sur la fig. 10, pourrait être situé aussi près que l’on veut 
de la droite CC,; le triangle CBC; aussi « étiré » qu'il soit 
est toujours isocèle ot la démonstration de l'égalité des 
triangles reste juste. Mais dès que le point B atteint la 
droite CC: (fig. 21), l'égalité des segments CB et CB, 
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comme celle des triangles, n'est plus obligatoire. Nous 
donnerons ci-dessous quelques explications permettant 
d'éclaircir la question. 

Il est parfois utile de considérer les trois points ?, Q, À 
situés sur une même droito en tant que sommets d’un 
«triangle dégénéré »; si, de plus, le point Q se trouve entre 
les points P et À, les angles de ce « triangle » seront P = 0, 
BR = 0, Q = 2 droits. La signification de cette terminologie 
est claire: tant que les points se trouvent « presque » sur 
une même droite, ils définissent quand même un triangle, 
dont deux des angles sont « très petits », et le troisième 
est « proche » d’un angle plat (2 dr). Lors de la déformation 
continue de cette figure les trois points peuvent tomber 
exactement sur une même droite, et dans ce cas il est utile 
de conserver les anciennes désignations. Il est à signaler 
que dans ce cas certains théorèmes restent en vigueur aussi 
bien pour des triangles « vrais» que pour des triangles 
« dégénérés »; c'est le cas, par exemple, pour le théorème: 
la somme des angles d'un trianglo est égale à 2 droits. 
D'autres, par contre, perdent leur signification pour des 
triangles « dégénérés ». Donnons un exemple: un triangle 
à deux angles égaux est isocèle. Ce théorème n'est vrai que 
pour des angles égaux non nuls; pour un triangle dégénéré 
PQR, dont on a parlé plus haut, des égalités À — À = 0 
il ne découle pas du tout que PQ — QR, c.-à-d. que le point 
Q est le milieu du segment PR, il peut occuper n'importe 
quelle position sur ce segment. Cet exemple est en rapport 
direct avec le problème qui nous intéresse. Tant que le 
point B de la fig. 10 ou de la fig. 11 n'appartient pas à la 
droite CC», si petits que soient les angles adjacents au côté 
CC2 du triangle BCC:, de l'égalité de ces angles il s'ensuit 
que CB = C,B. Mais dès que le triangle BCC: dégénère 
(cf. fig. 21), les deux angles considérés s'annulent cet le 
théorème n'a plus de valeur, 
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Fig. 22 


@ EXEMPLE 9. L'assertion du théorème est fausse, car 
il est facile de construire un rectangle inscrit dans un carré 
et dont les côtés ne sont pas égaux. Il suffit de tracer les 
côtés du rectangle parallèlement aux diagonales du carré 
(mais de façon qu'ils ne partagent pas les côtés du carré 
en deux parties égales). Pour plus de détails voir fig. 22: 
à partir de deux sommets opposés du carré, À et C par 
exemple, on porte le long de ses côtés quatre segments 
égaux AM — AQ—=CN = CP de longueur quelconque 


Æ D a étant la longueur d’un côté du carré, les segments 
restants des côtés seront de même égaux: MB — BN — 


= PD = DQ _L En joignant successivement les points 


M, N, P, Q, M, on obtient quatre triangles rectangles 
isocèles égaux deux à deux: AAMQ = A CPN, ABNM = 
= ADQP. Donc, QM = PN, MN = QP et le quadrilatère 
MNPQ est un parallélogramme, plus précisément, un 


228 


MN 
rectangle, vu que, par exemple, A/QP — 180° — 45° — 
— 45° — 90° (remarquons en même temps que les côtés 
du quadrilatère A/VPQ, qui sont inclinés par rapport aux 
côtés du carré d'un angle de 45°, doivent être parallèles 
aux diagonales du carré, d’où une nouvelle démonstration 
du fait que AZNPQ est un rectangle). 

Indépendamment de la construction exposée on pourrait 
reconnaître le défaut logique suivant dans la démonstration 
de la page 208: ce n’est que sur la base de la fig. 13, dont le 
choix est fortuit, qu'on a abouti à la conclusion que l'une 
(A?) des deux projections (du point P sur AB et du point 
Q sur BC) se trouve sur un côté du quadrilatère A/BNO 
et l'autre (S) sur le prolongement de l'un de ses côtés; 
en d'autres termes, que l'un des deux angles égaux OMR 
et ONS est intérieur et l’autre extérieur au quadrilatère 
MBNO. Cette disposition des points et des angles n’a pu 
être prévue et expliquée: en effet, la fig. 22, où ces deux 
angles sont intérieurs, répond parfaitement aux hypothèses 
du théorème. 

En résumé, nous donnons quelques énoncés du théorème 
corrigé : 

1) si un rectangle inscrit dans un carré n'a aucun de ses 
côtés parallèle aux diagonales du carré, ce rectangle est un 
carré; ou 

2) si un rectangle, dont les côtés ne sont pas égaux, est 
inscrit dans un carré, les côtés de ce rectangle sont parallèles 
aux diagonales du carré. 


@ EXEMPLE 10. L'erreur logique de démonstration est 
identique à celle de l'exemple 2: «l'incompréhension 
de ce qui a été démontré»; autrement dit, la substitu- 
tion à la proposition à démontrer d'une autre”propo- 
sition qui, tout en étant démontrée, n'entraîne aucu- 
nement ce qu'on veut démontrer. Tâchons de suivre la 
marche des raisonnements produits, mais en remplaçant, 
pour mieux déceler l'erreur, la fig. 14 par la fig. 23, où 
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B, 
B; 
fl 
A4 
A) A3 B, 
QT 
A B Fig. 23 


les rayons AQ et BP se coupent (pour éviter l'accusation 
que le dessin prédétermine la solution du problème d'exis- 
tence du point d'intersection, les rayons A4Q ct BP sont 
tracés avec de petites ruptures). Appelant pour abréger 
AA, A14o, AoAz . .. respectivement premier, deuxième, 
troisième, ... segments de l'oblique, et BB,, BB, 
B:B3, ... premier, deuxième, troisième, . .. segments do 
la perpendiculaire, on peut considérer comme démontré 
1) que ces segments peuvent être reportés de façon indéfinie 
de sorte que le numéro du segment peut être do l’ordre aussi 
grand que l’on veut ; 2) que les segments de même nu- 
méro nese recoupent pas, c.-à-d. qu'il n'existe pas de point 
commun entre les premiers segments de la perpendiculaire 
et de l'oblique, do même qu'entre les deuxièmes, 
entre les centièmes, etc. Mais pourquoi ne peuvent pas se 
couper les segments de numéros différonts, le 
20tème segment par exemple de la perpendiculaire avec 
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lo 25lème Go l'obliquo? Or, en affirmant que la perpendi- 
culaire et l'oblique ne se coupent en aucun point, on devrait 
démontrer qu'aucun des segments de la perpendiculaire 
n'a do point commun avec aucun segment de l'oblique. 
On ne peut donc se satisfaire de la démonstration qu'aucun 
des segments de la perpendiculaire ne coupe le segment 
de même numéro de l'oblique. En revenant à la fig. 23 
(où les notations de la fig. 14 sont conservées; les deux 
dessins étant tracés sans altérations préméditées), on peut 
constater aisément, « au jugé » hien sûr, que le 21ème sog- 
ment de la perpendiculaire a un point commun avec le 
4ème scgment de l'ablique *). Le contraste entre le caractère 
élémentaire de l'erreur et la difficulté de la déceler rend 
co sophisme particulièrement intéressant. 


@ REMARQUE. Comme nous l'avons dit plus haut (voir la noto 
à la page 210), dans cet exemple on n'a fait qu'emprunter l'idée 
du sophismo énoncé par Proclus. Ce dernier considère deux droites 
pores (de fait, deux rayons n'appartenant pas à une même 
roite et issus de points différents) et démontre en portant des segments 
de façon indéfinie, comme il est décrit plus haut, que ces droites ne 
se coupent pas. Proclus définit de façon correcte l'erreur logique com- 
miso dans ce raisonnement sophistique, en signalant qu'avec co procédé 
on ne démontre que l'impossibilité d'approcher lo point d'intersection, 
mais quo cela ne signifie pas qu'un tel point n'existe pas. Cependant, 
à’en juger par l'exposé de Bonola, on no peut être certain que Proclus 
est allé plus au fond dans la nature géométrique de cette erreur; 
en tout cas l'auteur italien, dont l'époque est moins reculée, tombe 
visiblement dans l'erreur en prétendant quo l'inaccessibilité du point 
d'intersection a le même caractère que dans le célèbre sophismo 
d'e Achille et de la tortue». Par cette juxtaposition Bonola veut 
dire, évidemment, que le point d’intersection (désignons-le par X) 
des rayons 4Q ct BP n'est pas accessible par ce procédé du fait que 
pour #» croissant indéfiniment les points 4, ot B, tendent vers lo point 
K comme vers leur limite, sans pouvoir jamais l'atteindre. Dans 
notro version cette hypothèse est inadmissible, car l'égalité A4, = 
= BB,, vérifiée pour tout n, entraînerait À X — BK, c.-à-d. que l'hy- 

oténuse est égale au côté de l'angle droit. Mais elle est également 
nadmissible pour la version de Proclus-Bonola, sauf dans le°cas parti- 


*) Si l’on connaissait l'angle À, on pourrait calculer les numéros des scg- 
ments qui sc coupent À l'aide des procédés trigonométriques. 
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culier du triangle AXB isocèle. Donc, dans ce cas aussi il s'agit, en 
somme, de l'intersection de segments aux numéros différents ct non 
pas de la tendance des extrémités de segments de même numéro vers 


une limite commune. 


@ CONCLUSIONS. Une question se pose tout naturelle- 
ment : si les erreurs dans les raisonnements mathématiques 
sont parfois à tel point dissimulées que seule une analyse 
minutieuse permet de les déceler, peut-on réellement con- 
sidérer les mathématiques suivant l'habitude prise comme 
un fondement sûr des sciences exactes (physique, technique, 
etc.)? 

Il va de soi qu'aucune méthode scientifique ne peut 
nous garantir des erreurs, il faut, de plus, savoir s’en servir. 
Il convient donc d'étudier les sources d'erreurs éventuelles 
et d'être plus exigeant dans le choix des arguments logiques. 
Et pour se faire une idée du danger de tomber dans l'erreur, 
qui peut passer inaperçue, il faut s'adresser à l'histoire des 
mathématiques. 

Bien que l’histoire connaisse des œuvres mathématiques 
entachées d'erreurs, ces dernières n'ont jamais pu arrêter 
la progression de la science et par la suite ont été corrigées. 
L'histoire des tentatives multiséculaires de démontrer le 
postulat des parallèles en est un exemple frappant. Loba- 
tchevski a écrit en 1823 à propos de ce postulat : « On n'a 
pas trouvé jusqu'à présent de démonstration rigoureuse de 
cette vérité. Celles qui ont été données ne sont que des 
explications et ne méritent pas le titre de véritables démons- 
trations mathématiques ». Il en a eu la pleine conviction 
quelques années avant sa remarquable découverte qui marque 
l'étape suivante dans l'histoire de la géométrie. Ces nouvelles 
idées ont d'abord permis à Lobatchevski, puis au monde 
mathématique tout entier, de comprendre l'inconsistance 
des tentatives de démonstration du postulat des parallèles 
les plus ingénieuses. 

Le lecteur trouvera d’autres illustrations de ces con- 
clusions dans les chapitres III et IV. 
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TILL ERREURS DANS LES RAISONNEMENTS 
EN LIAISON AVEC LA NOTION DE LIMITE 


Les exemples suivants ne sont à la portée que des 
élèves des classes terminales : longueur de la circonférence, 
notion de limite, trigonométrie et, même dans un cas, 
éléments de géométrie de l’espace sont des notions qui doi. 
vent être connues. 


© EXEMPLE 11. Toutes les circonférences ont une même 
longueur. 

C'est un ancien sophisme attribué au philosophe grec 
Aristote (IV° s. avant notre ère) qu’on appelle, pour des 
raisons que nous donnerons ci-dessous, « roue d’ÂAristote ». 

Souvenons-nous de problèmes d'arithmétique où d'après 
la longueur de la circonférence d'une roue (qu'on désigne 
simplement par le terme « circonférence ») de voiture roulant 
sur une route, il fallait déterminer le chemin parcouru ou 
vice versa. La solution du problème était fondée sur le 
fait apparemment évident qu'au cours d’un tour complet 
de la roue celle-ci parcourt un chemin égal à la longueur de la 
circonférence; ainsi, par exemple, une roue de 2 mètres 
de « circonférence » après 30 révolutions parcourt un chemin 
égal à 60 mètres. Il faut noter que si le mouvement s'effectue 
en ligne droite et la précision exigée n'est pas trop élevée, 
ces calculs sont confirmés par l'expérience. La circonférence 
de la roue peut être mesurée au moyen d’un lacet, tandis 
qu'un rayon marqué de la roue permet de juger de sa révo- 
lution complète. On peut également fixer sur la jante une 
applique laissant des traces sur la route (toutes les voitures 
sont munies de comptes-tours qui indiquent le chemin par- 
couru ou, s'ils sont couplés à un mécanisme d'horlogerie, la 
vitesse). Il va de soi que ces calculs sont pratiquement justes 
à condition que la roue roule de façon « normale », sans 
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Fig. 24 


« soubresauts » ni « patinage»; en mécanique on parle 
alors d’« une roue qui roule sans glisser ». 

Revenons maintenant au sophisme analysé. Considérons 
doux circonférences concentriques € et C, de rayons diffé- 
rents fixées l’une à l'autre (fig. 24). Imaginons, de même, 
un modèle physique: deux cylindres sont montés sur un 
arbre commun, disons horizontal, et sont fixés à demeure 
l’un à l'autre (ou mieux encore: l’un de deux cylindres est 
façonné en forme d'un nouveau cylindre monté sur le même 
axe mais de rayon plus petit; voir le dessin sur la fig. 24). 
Aux circonférences C et Ci on mène respectivement aux 
points M et Àf, appartenant au même rayon Of les tan- 
gentes MN et A,N;. Comme les circonférences sont fixées 
l'une à l’autre, elles so déplacent commo un seul ensemblo: 
toutes les deux subissent des rotations d'un même angle. 
Ainsi, si la circonférence C roule sur la droite AIN, la cir- 
conférence C, se déplace suivant la droite M," (la flèche 
sur la fig. 24 indique le sens du roulement des circonférences 
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fixées ensemble: l'une des positions intermédiaires cest 
marquéo en pointillé, M” et M, étant les nouvelles positions 
de points Àf et A1,). Dans le cas d'un modèle physique, le 
mouvement peut être interprété do façon suivante: chaque 
cylindre est placé sur un rail horizontal; quand le grand 
cylindre roule sur son rail, il provoque la rotation du petit 
cylindre sür son propre rail. Supposons que la circonférence 
C, en roulant suivant la droite AN, fasse un tour complet 
do sorte que le point A7 se retrouve dans la position M*. 
En même temps la circonférence C, effectue elle aussi un 
tour complet et le point A7, vient occuper la position M} 
sur le rayon O*M* parallèle à OM (ces deux rayons étant 
perpendiculaires à AZN). D'où il s'ensuit que 


MM* = MiM*, 


c.-à-d. durant un tour complet les deux circonférences mobi- 
les ont parcouru le même chemin, donc, elles ont la même 
longueur. Et comme les circonférences Cet C; ont été choi- 
sies de façon absolument arbitraire, on a ainsi démontré 
ce qu'il fallait. 


@ INDICATION. Sans prédire comment le lecteur se 
tirera d'embarras provoqué par cette contradiction évidente 
(les raisonnements s’v rapportant seront cités dans le cha- 
pitre IV), on fournira un complément d'explication qui 
peut s'avérer utile dans tous les cas. 

On considère souvent une circonférence comme la limite 
d'une suite de polygones réguliers inscrits (ou circonscrits) 
lorsque lo nombre de leurs côtés croît indéfiniment *). 


*) Ici on a sciemment utilisé le terme « limite » (au lieu de « position limite », 
terme largement répandu) auquel on attribue un sens bien déterminé: quel- 
que étroit que soit un anneau limité par deux circonférences concentriques 
à unc circonférence donnée et dont les rayons sont choisis de façon que l’un 
soit plus grand et l’autre plus petit que celui de la circonférence considérée 
(l'anneau peut, par npe être compris entre les circonférences de rayons 
R—eet R +e, R Etant le rayon de la circonférence donnée), {1 existe un 
nombre n tel que tous les polygones réguliers inscrits (circonscrits) de n 
côtés (ou à un nombre plus grand do côtés) seront entièrement contenus à 
l'Intérieur de cet anneau, étant enveloppants par rapport au bord intérieur et 
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Cela suggère l'idée d'utiliser (pour mieux comprendre le 
processus de roulement d'une circonférence) un polygone 
régulier; plus le nombre de ses côtés est grand, plus est 
précise l’image du roulement d'une circonférence. 

La phrase « un polygone (convexe) roule (sans glisser) 
sur une droite » est parfaitement claire: on établit un ordre 
fixe de parcours des sommets (ct des côtés) du polygone, 
disons dans le sens contraire des aiguilles d'une montre, et 
on suppose que dans la position initiale l'un des côtés du 
polygone se confond avec la droite. On commence ensuite 
à faire pivoter le polygone autour d'un sommet commun au 
côté coïncidant avec la droite d'appui et au côté suivant 
jusqu'à ce que ce dernier ne se trouve sur la droite, puis 


enveloppés par rapport au bord extérieur de l'anneau. 1] ne faut pas confon- 
dre cette situation avec la proposition (plutôt une définition) bien connue: 
« ]a longucur du cercle est la limite vers laquelle tend la suite des longueurs 
de périmètres des polygoncs inscrits (circonscrits) réguliers lorsque... ». 
Comme nous allons le voir ci-dessous (cf. les exemples 12 à 14) lo terme 
« limite » a dans les deux cas un sens bien différent. 
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on fait pivoter le polygone autour du sommet suivant et 
ainsi de suite. Bref, le polygone se déplace en s'appuyant 
successivement sur chacun de ses côtés, en pivotant autour 
du sommet commun à deux de ses côtés, le long de la droite 
dans un sens déterminé. 

Examinons un polygone régulier de x côtés (fig. 29, 
où x — 8). Désignons ses sommets par À,, 42, ..., Ah, 
À,. Supposons de plus que le côté A,4, coïncide, dans la 
position initiale, avec la droite sur laquelle roule le poly- 
gone dans la direction 4,4, (flèche sur la fig. 25). L'angle 
extérieur du polygone (ainsi que son angle au centre) est 


: 4 : ie 
égal à L radians (+ dr ou TT pour d'autres unités de 
mesure ); donc il suffit de faire pivoter le polygone autour 


2x A # ,… 
du sommet À, d’un angle — Pour que le côté A4 3 coïin- 


cide avec la droite. Ceci fait, le centre O du polygone occupe 
la position O” et les sommets À, 4», A3, ..., À, respecti- 
vement les positions 4;, 4: (cette dernière se confond avec 
A2), A4, ..., An Si l'on fait pivoter maintenant le poly- 


gone autour du sommet À; d’un angle de æ, le polygone 


A;4,4: ... A, occupera la position 44,4 ... An (sur 
la fig. 25 on n'a représenté que les sommets: 4° coïncidant 
avec À; et À" situé sur la droite). Après (x — 1)-ième rota- 
tion le polygone occupera la position A(t—1)4m—1),,, 
... AM—1), pour laquelle son centre coïncidera avec le 
point Om—1) et le côté AM—HNAM— 1) so confondera avec 
la droite; comme le sommet À, est revenu sur la droite on 
peut s'arrêter là; on comprend aisément que le segment 
A;A®%—9 est égal au périmètre du polygone. 

Le lecteur a certainement déjà compris que la position 
de chaque sommet est marquée par deux indices: inférieur 
désignant le numéro du sommet dans sa position initiale et 
supérieur (les accents d’abord, puis leur nombre entre 
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parenthèses) permettant de juger du nombre de tours cffec- 
tués; ainsi, par exemple, par le symbole A on marque 
la position du sommet À, après la 4iîme révolution. La 
fig. 25 permet de distinguer les propriétés essenticlles du 
mouvement ainsi que certaines autres propriétés fortuites 
liées à la valeur choisie de »; il est donc utile de faire un 
dessin analogue pour un nombre impair de côtés, disons 
pour x = à. 

En reprenant maintenant l'examen de notre sophisme. 
prenons au lieu de deux circonférences concentriques deux 
polygones concentriques réguliers de x côtés respectivement 
parallèles, autrement dit, deux polygones réguliers qui 
s'obtiennent l'un de l'autre par homothétie par rapport au 
centre qui coïncide avec celui du deuxième polygone. En 
considérant ces polygones liés l’un à l’autre faisons rouler 
le plus grand des polygones sur une droite de la manière 
décrite plus haut et essayons de nous représenter le mouve- 
ment du plus petit des polygones. Va-t-il se déplacer égale- 
ment en s'appuyant successivement sur chacun de ses 
côtés? Est-ce que son périmètre s'étalcra également sui- 
vant une droite comme dans le cas du plus grand des poly- 
gones ? On peut, d'ailleurs, procéder inversement : en faisant 
rouler le petit polygone examiner le mouvement du plus 
grand. 


@ PROBLÈME. On va maintenant formuler un problème où, ayant 
en vue d'autres objectifs, on remplace un cercle par un polygone 
roulant. Ce problème a en commun avec le présent chapitre certaines 
opérations de passago à la limite nécessitant une argumentation (comp. 
les exemples ci-dessous). 

Comme on le sait, chaque point d'une circonférence, roulant 
sur une droite, décrit une courbe appelée cycluide. Si l'on suit le 
mouvement d'un point se trouvant dans la position initiale au bas 
du cercle roulant, c.-à-d. en coïncidance avec le point de contact 
(fig. 26, comp. avec fig. 24), la trajectoire de ce point entre deux 
positions successives Af et A/* (cotte dernière, comme sur la fig. 24, 
correspond à la révolution complète du cercle mobile) représentera 
une «arche de cycloïdos AZM'A*. Par des procédés des 
mathématiques supérieures on a établi que la longueur de cetto arche 
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Fig. 26 


vaut exactement 8 fois lu rayon du cercle roulant, quant à l'aire com- 
prise entre cotte arche et la droite A£A1* elle est triple de l'aire du 
cercle. Le problème consiste à obtenir les mêmes résultats par une voie 
élémentaire. Pour ce faire on remplace le cercle mobile de rayon R 
par un polygone inscrit de n côtés. 

La traiectoire du point À;, en faisant appel aux désignations de 
la fig. 25, cst constituée d'arcs de cercle (au nombre de x — 1; ils 


PT, Pa, 
n'ont pas été représentés sur la fig. 25): 4,4, de centre 42, A;A; de 


centre As, ..., Aÿ-?A{-D do contre A%-®, Ces arcs de cercle 
forment, dans leur ensemble, uno courbe allant de 4, à A{"-2 qui 
ressemble à une cycloïde mais en diffère par l'apparition de points 
de raccordement (aux lieux de rencontre de deux arcs voisins). A mesure 
qu'on augmente le nombre n, il arrivera un moment où la courbe compo- 
sée d’arcs de cercle s’approchera de l'arche d'une cycloïde. On peut 
s'attendre à ce que cette dernière soit une limite pour la première 
courbe quand n —> co. Mais en utilisant des procédés de la trigono- 
métric élémentaire il n'est pas difficile de déterminer pour tout n 
la longueur de la trajectoire, décrite par un sommet du polygone durant 
sa révolution complète, comme formée d'arcs de cercle, ainsi que 
l'aire comprise entre cette trajectoire et la droite A,A{"-1. Si, dans 
les expressions ainsi obtenues pour la longueur et l'aire, on passe 


239 


à la limite pour n —+ co, on obtient respectivement 8R et 3n2?, c.-à-u. 
les résultats exacts *). Toutefois, les formules exprimant la longueur 
et l'aire d'une cycloïde ne peuvent être considérées comme bien éta- 
blies par ces raisonnements qu'une fois justifié le passage à la limite, 
c.-à-d. après avoir démontré que pour x —+ œ la longueur et l'aire 
obtenues pour un polygone roulant à n côtés ont pour limites la lon- 
gueur ct l'aire recherchées. C'est un objectif qui en restant dans le 
cadre des mathématiques élémentaires peut êtro réalisablo, mais il 
est douteux qu'on puisse l'atteindre facilement. 

Le problème peut être étendu au cas d’un cercle mobile où on 
examine également des trajectoires de points intérieurs ou extérieurs 
solidaires du cercle mobile; on obtient aussi des cycloïdes dites « al- 
longées » et « raccourcies ». On peut également essayer d'étudier ces 
courbes en remplaçant le cercle roulant par un polygone régulier ins- 
crit ot en passant ensuite à la limite. 


© EXEMPLE 12. La longueur de l'hypoténuse est égale à 
la somme des longueurs des côtés de l'angle droit. 

Du milieu D de l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
ABC (fig. 27; C — 90°) abaissons les perpendiculaires DE 
et DF sur les côtés de l'angle droit; on obtient la ligne 


*) Ce problème peut tre résolu par plusieurs méthodes, dans celle choisie par 
l’auteur on a recours aux formules du cours de trigonométrie figurant dans 
le programme de l'enseignement secondaire et aux équations suivantes: 

Li] (9 À LA [a À 
sin k sin (k +1) ni 
sin « + sin 24 +... +sin ka = ——— \, 


sin Z 
2 
. x . 2k+1 sin(2k+1)a 
2 2 DE PRE PS A a 
sin? « +sin2 24 +...+sin? ka Z haine 
2 (sin & sin 24 + sin 2@ sin 3u + ...+sin (k—1) « sin ka) = 
sin 2k a 
= À COS GA — — 
2sin œ 


(le lecteur pourra facilement vérifier la justesse de ces formules, par cxem- 
ple, par récurrence de k à k + 1); 

Q sin o C4 , e 

lim —1 (wo étant la valeur de l'angle en radians) 


o— 0 


(on peut trouver cette formule dans plusieurs manuels de trigonométric). 
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brisée BEDFA composée de quatre segments dont la lon- 
gueur est évidemment égale à la somme des longueurs des 
côtés de l'angle droit. Reprenons cette même construction 
pour chacun des triangles DBE et ABF: des milieux des 
hypoténuses DB et AD on abaisse les perpendiculaires sur 
les côtés de l'angle droit et on obtient une ligne brisée de 
méme longueur composée de huit segments de droite. On 
peut poursuivre cette opération indéfiniment: l'hypoténuse 
sera successivement divisée en 2, 4, 8, 16, ... parties 
égales ; on obtient donc une suite de lignes brisées en forme 
de scie (pour plus de simplicité on les appellera en abrégeant 
«scies ») qui joignent les points À et B et se composent de 
2, 4, 8, 16, ... «dents» (c.-à-d. de 4, 8, 16, 32, 
... Chaînons). Toutes les «scies» ont la même longueur (au- 
trement dit, la somme des longueurs des chaînons est toujours 
la même) qui est égale à la somme des longueurs des côtés 
de l'angle droit. À mesure que le nombre de dents de la 
«scie » augmente, celle-ci s'approche de plus en plus de 
l'hypoténuse AB, de sorte que si ce nombre devient très 
grand, il sera difficile de distinguer, pratiquement, cette 
ligne brisée, composée d'un très grand nombre de petits 
chaînons, du segment rectiligne (de même qu'il est difficile 
de distinguer un cercle du polygone régulier inscrit dans 
ce cercle et possédant un très grand nombre de côtés). 
Servons-nous de cette image pour mieux formuler le 
problème: la suite de « scies » a pour limite le segment AZ 
dans le sens que la plus grande des distances des points de 
la « scie » à la droite tend vers zéro à mesure qu'augmente 
le numéro d'ordre de la « scie » (en effet, cette distance maxi- 
male n'est rien d'autre que la hauteur abaiïissée sur l'hypo- 
ténuse de l’un des triangles rectangles égaux formant les 
« dents de la scie », et la hauteur de la « dent » est infé- 
rieure à son hypoténuse qui tend vers zéro). En d'autres 
termes, aussi étroite que soit la bande comprise entre l'hypo- 
ténuse AB et la sécante aux côtés de l'angle droit et parallèle 
à AB (fig. 27), il existe dans la suite de « scics » une telle 
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l'ig. 27 


« scie » qui, le long de toute la distance de À à B, s'insère 
entièrement avec toutes les «scies » suivantes au sein de 
cette bande (cf. la note à la page 235). Or, toutes les « scies » 
ont mème longueur, par conséquent, la suite de ces longueurs 
est formée de nombres égaux et a pour limite le nombre qui 
est égal à la somme des longueurs des côtés de l'angle droit. 
D'autre part, une «scie » a pour limite l'hypoténuse dont 
la longueur est également la limite de la suite des longueurs 
des « scies », or une suite ne peut avoir deux limites diffé- 
rentes; notre hypothèse est ainsi démontrée. 

@ REMARQUE 1. Le fait d'avoir choisi le triangle rec- 
tangle ABC n'est pas essentiel (son seul avantage est de 
posséder des appellations distinctes pour ses côtés). Dans 
un triangle obliquangle cette suite de « scies » est construite 
en menant par les points de division d’un des côtés des 
parallèles aux deux autres. La division du côté en 2, 4, 
8, ... parties égales n'est également pas essentielle: on 
peut le diviser en 2, 4, 4, 5, ... et même en parties 
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inégales, pourvu que leur nombre croisse indéfiniment et 
que leur plus grande partie tende vers zéro. 


@ REMARQUE 2. Au lecteur qui croirera que l'erreur 
consiste dans le fait que la longueur de la « scie » est inva- 
riable et que, par suite, on ne peut parler de limite, on peut 
répondre qu'en mathématiques on étudie également des 
suites de nombres égaux dont la limite est ce même nembre 
en vertu de la définition précise de la notion de « limite ». 
Il est d'ailleurs facile de modifier les données du problème 
de façon que la longueur de la « scie » devienne une variable, 
le reste conservant toute sa valeur. I] suffit pour cela d’enle- 
ver une dent dans chaque «scie», disons la première à 
partir du point À, autrement dit, de remplacer les deux 
premicrs chaînons par un segment de l'hypoténuse issu du 
point À (on diminue ainsi le nombre de chaînons de chaque 
« scie » d’une unité). Cette «scie ébréchée » aura toujours 
pour limite le segment AB, tandis que sa longueur, diffé- 
rant d'une quantité « infiniment petite » de la somme des 
longueurs des côtés AC + BC, tendra vers cette somme 
comme limite. 


@ EXEMPLE 13 La valeur du nombre x est 2. 

En prenant le segment AB pour diamètre construisons 
une demi-circonférence (fig. 28). Divisons le segment AB 
en deux et en considérant chaque moitié comme diamètre 
traçons deux demi-circonférences de part et d'autre du 
segment AB. Ces deux demi-circonférences forment une 
ligne ondulée (qui par son aspect extérieur rappelle une 
sinusoïde) dont la longueur de À à B est égale à celle de la 


e e # e e. e + Li] PL 
demi-circonférence initiale, c.-à-d. à TAB; en effet, chacune 


des deux plus petites demi-circonférences à une longueur 
deux fois plus courte, car son diamètre est deux fois moins 
grand. Divisons maintenant le segment AB en quatre par 
ties égales et construisons une ligne ondulée formée de 
quatre demi-circonférences (cf. fig. 28) dont la somme des 
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Fig. 28 


I Q ? Q Q Re Q 
longueurs est 7 AB. Poursuivons cette opération indéfini- 


ment en divisant le segment AB en 8, 16, ... parties 
égales cet en construisant chaque fois des demi-circonférences 
disposées alternativement de part et d'autre de la droite 
AB. On obtient une suite des lignes ondulées qui se rappro- 
chent de plus en plus du segment AB en ayant ce segment 
pour limite dans le sens que la plus grande distance des 
points de chaque ligne ondulée de la droite AB (celle-ci 
étant évidemment égale au rayon des demi-circonférences 
formant la ligne ondulée) tend vers zéro à mesure qu'on 
s'éloigne du point de départ de la suite (sur la fig. 28 on 
a représenté une bande limitée par deux droites parallèles 
à AB; aussi étroite que soit cette bande, il existera un 
moment à partir duquel toutes les lignes ondulées s'insé- 
reront entièrement au sein de la bande le long de toute la 


longueur s'étendant de À à B). Mais, la longueur de toutes 


Q ? ? + TI Q 
ces lignes ondulées est constante et égale à 7 AB, il en 
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est de même de leur limite, c.-à-d. du segment AB. De 
l'égalité 5 AB — AB il s'ensuit que x — 2. 


@ REMARQUE. Les remarques Ÿ et 2 formulées pour 
l'exemple 12 restent en vigueur: ni le procédé de division 
du segment AB en parties, ni la constance de la longueur de 
la ligne ondulée ne jouent un rôle important. Comme dans 
l'exemple précédent, on pourrait remplacer l'une des demi- 
circonférences de la ligne ondulée par son diamètre et rendre 
sa longueur variable. Nous laissons au lecteur le soin d'exa- 
miner d’autres cas: au lieu de construire des demi-cercles, 
c.-à-d. des segments contenant un angle droit, on pourrait 
construire des segments inscrivant un autre angle (soit 
constant, soit variant selon une loi déterminée en fonction 
du nombre de divisions, mais ne tendant pas vers 180°); 
alors le nombre x admettra d'autres valeurs. 


@ EXEMPLE 14. « Cylindre de Schwarz ». 

Pour mesurer l'arc AB d'une courbe quelconque (fig. 29, 
à gauche) on procède de la même façon qu'en mesurant une 
circonférence ou ses parties, à savoir: après avoir inscrit 
des lignes brisées dans cet arc (dans le cas considéré elles 
ne sont pas obligatoirement régulières, car pour un arc non 
circulaire cela ne peut être obtenu que fortuitement), on 
construit une suite infinie de ces lignes brisées en rappro- 
chant indéfiniment les sommets, c.-à-d. en procédant de 
façon que la longueur du segment maximal de la ligne brisée 
tende vers zéro à mesure que Îles termes de la suité s'éloi- 
gnent. La suite de longueurs de ces lignes brisées aura juste- 
ment pour limite la [longueur de l'arc mesuré. 

En passant au mesure des aires, on aboutit au problème 
suivant: déterminer l'aire d'une figure F'tracée sur unc 
surface gauche (fig 29, à droite). Par analogie avec un arc 
l'intuition suggère d'inscrire dans cette figure des surfaces 
polvédriques *) aux faces de plus en plus petites: l'aire 


*) L'ne surface polyédrique est dite inscrite dans une surface gauche si tous ses 
sommets se trouvent sur cette dernière. 
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Fig. 29 


de la figure 7 sera la limite de l'aire de la surface polyédri- 
que variable (c.-à-d. de la somme des aires de ses faces). 
Cette proposition doit ètre précisée: à l'intérieur de la 
figure F et sur son contour prenons une infinité de points 
que l'on relie trois à trois à l'aide des surfaces planes de 
sorte que soit formée une surface polyédrique aux faces 
triangulaires dont aucun couple n'a de points intérieurs 
communs et aucun groupe de trois faces n'a d'arète com- 
mune. On construit une suite infinie 7, F, .. EF, ... 
de surfaces polvédriques inscrites dans la figure 7 de façon 
que la longueur de l'arête maximale (c.-à-d. du côté maxi- 
mal de toutes les faces triangulaires) de la surface F, tende 
vers zéro quand 7 — oo et que chaque point de la figure Æ 
serve de limite pour une certaine suite de points pris res- 
pectivement sur F,, Fs,..., Fh,... (de plus on tâchera 
que le contour de la surface polvédrique reste toujours inscrit 
dans celui de la figure F, cf. fig. 29). TT est presque évident 
que la suite d'aires des surfaces polyédriques F,, Fs, 
.. ln, ... à pour limite l'aire de la figure F. Tout 
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Fig. 30 


comme dans les exemples précédents on ne peut pratique- 
ment distinguer une surface courbe de la surface polvédrique 
inscrite dans la première quand ses faces deviennent très 
petites. Mais à la fin du siècle passé le mathématicien alle- 
mand If. Schwarz a montré sur un exemple fort simple que 
cette évidence était trompeuse. Nous passons maintenant 
à son Cxposé. 

Considérons un cylindre circulaire droit de rayon Z? et 
de hauteur À (fig. 30); cherchons l'aire de sa surface laté- 
rale par le procédé exposé ci-dessus. Dans ce but divisons 
sa hauteur en x parties égales et traçons par les points de 
division des plans perpendiculaires aux génératrices; leur 
intersection avec la surface latérale du cylindre donne x» — 1 
cercles qui, en comptant les cercles de base, divisent cette 
surface en # bandes cylindriques égales. Inscrivons ensuite 
dans l’un de ces cercles un polygone régulier à 7 côtés et 
menons par ses sommets des génératrices qui diviserons cha- 
cun des autres cercles en x parties égales. Les points de 
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division seront les sommets des polvgonces réguliers inscrits 
dans les cercles. Les segments de ces génératrices avec les 
côtés des polygones inscrits forment #n rectangles identi- 
ques (l’un d'eux A/WPQ est représenté sur la fig. 30) dont 
les sommets se trouvent sur la surface du cylindre. Il ne 
reste qu'à diviser chaque rectangle par une diagonale en 
deux triangles pour obtenir une surface polvédrique inscrite 
dans la surface latérale du cylindre et formée de 2mn faces 
triangulaires (identiques). Les nombres m et n croissant 
indéfiniment, les côtés de ces faces triangulaires, de même 
que les distances de tous leurs points à la surface latérale 
du cylindre *), tendent vers zéro. 

Parmi les polygones inscrits considérés ci-dessus chacun 
est déterminé par les valeurs de rm» et n, mais il existe une 
infinité de procédés d'établir des suites de polygones, en 
définissant tout simplement lun des paramètres comme une 
fonction de l'autre (il va de soi que les deux paramètres 
doivent toujours avoir des valeurs naturelles tendant simul- 
tanément vers l'infini), en posant, par exemple, m = n# 
ou » == 3m, ou m = n°, ctc. Le lecteur a probablement déjà 
remarqué que les surfaces polyédriques obtenues coïncident 
avec les surfaces latérales des prismes réguliers à » faces 
inscrits dans le cylindre, et la division de chacune des faces 
rectangulaires en 27 triangles n'avait pour seul objectif que 
le besoin de se conformer au schéma général d'inscription 
des polygones représenté sur la fig. 29. On a donc suivi le 
mode généralement admis, en le compliquant quelque peu, 
pour établir la formule de l’aire de la surfaco latérale d'un 
cylindre (Siat.cey.= 2AR 7) au moyen de l'inscription de 
prismes réguliers et du passage à la limite. Jusqu'à là nos 
raisonnements n'ont rien de sophistique. 

Modifions maintenant quelque peu le mode d'inscription 
de la surface polyédrique. Divisons comme auparavant la 
hauteur 77 en n parties égales, menons 7 — Î sections circu- 


*) La distance d'un point quelconque à la surface latérale du cylindre s'exprime 
par la différence entre son rayon ct la distance de ce point à l'axe du cylindre. 
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laires, ce qui donne x + 1 cercles (y compris les cercles de 
base du cylindre); inscrivons dans chacun d'eux un polygone 
régulier de » côtés mais cette fois disposons leurs sommets 
différemment: on tâchera que la génératrice passant par 
n'importe quel sommet du polygone inscrit dans un cercle 
quelconque divise en deux l'arc sous-tendu par le côté 
du polygone inscrit dans le cercle voisin (ainsi, la génératrice 
passant par le point ? sur la fig. 31 divise en deux les arcs 
MN et QS ; les génératrices OM et SN ne sont pas indiquées 
sur la fig. 31). En d'autres termes: si précédemment tout 
polygone inscrit dans un cercle quelconque était obtenu du 
polygone inscrit dans le cercle voisin par translation suivant 


Re H : 
la génératrice d'une distance —, Maintenant cette transla- 


tion s'accompagne d'une rotation autour du centre du poly- 
gone d'un anglo égal à la moitié de son angle au centre, 


c.-à-d. de _. . Après avoir disposé de cette façon les polygones 


réguliers inscrits on construit une surface polyédrique (non 
convexe!) formée de faces triangulaires, en joignant chaque 
sommet aux deux sommets les plus proches du cercle voisin. 
Cette surface polyédrique (qui rappelle un lampion se plis- 
sant en accordéon) formée de 2mn triangles isocèles égaux 
chacun à chacun (2m dans chacune de # bandes) est inscrite 
(au sens exact de ce terme) dans la surface courbe du cylindre 
(voir note page 245). 

Pour déterminer l'aire de la surface polyédrique, prenons 
l'une de ses faces égales ANP, représentée à la fig. 31 et, 
séparément, à la fig. 32, où AZN est le côté du polygone 
régulier de 7 côtés inscrit dans une section circulaire de 
centre ©, les points Æ et ZL étant respectivement les milieux 
de l'arc AZN et de la corde AN ; PK est un segment de la 
génératrice. Le triangle MNP est isocèle (PM = PN, car 
leurs projections XAY1 et KW sur le plan du cercle sont 


égales); sa hauteur PL peut être déterminée à partir du 
triangle PKL où K —90°, PK =, KL=R—OL— 


à ‘ 
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M K 
Fig. 32 
= R—R cos ? = 2R sin? =, d'où 
m 2m 
TL TENNIS Le ae 
PL = y (2) + 4R° sine : 
Comme 1/2MN = R sin +, on a 
aire MN P = R sin © FE 4RE sint . 
m n 2m 


En désignant par $,., l'aire de toute la surface polyédrique 
obtenue en divisant la circonférence en #7 et la hauteur en x 
parties, on trouve: 


EL 1H? : EL 
S — in — — + 4R° 4 ____ — 
m,n 2mn A sin Fr n2 18° sin On 


— 2m sin À V4 2. 4n?R° sin SP 
m 2m 
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Comme nous l'avons dit plus haut en d’autres circonstances, 
de l'ensemble des nombres Sn On peut séparer, par une 
infinité de procédés, des suites en établissant une dépen- 
dance entre m et x; envisageons deux cas: 

a) nr —= m°, c.-à-d. en divisant de proche en proche la 
circonférence en 3, 4, 5, ... parties, nous divisons la hau- 
teur respectivement en 9, 16, 25, ... parties. Alors, l'aire 
do la surface polyédrique (il convient de la noter maintenant 
par S,,, car elle ne dépend que de m») a pour expression: 

4 


Sn = 2m sin _ AT 2_L 4m? sin 


2m 


e. LU e Q pif 
Il faut maintenant passer à la limite 2 — o lorsque _ ot, 


: I é IT , 
par conséquent, sin Sin 5 tendent vers zéro. Pour recou- 


rir à la dernière formule qui figure dans la note à la page 240, 
transformons l'expression de S,,: 


k 4 
SELF Sin = 
Sn = 27 R I: — nn? Ù 
3 | z 
m 2m 


pour obtenir: 


a 
lim Sn — 2rA V Hr+e ni. 
m —+ 00 
Cette limite est manifestement plus grande que 2x22117, 
l'expression largement connue de l'aire de la surface latérale 
d'un cylindre. On pourrait également obtenir pour la limite 
d'autres valeurs, y compris les valeurs aussi grandes que l’on 
veut; en posant x — km (& étant un nombre naturel), on 
aurait 


lim Sn = 2710 V4 P+ Re. 


1711 —+ co 
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Fig. 33 


D) x — m°, et par conséquent le nombre de divisions de 
la hauteur croît bien plus rapidement que dans le cas pré- 
cédent. Dans l'expression pour $S, cela fera apparaître Île 
facteur supplémentaire m° dans le deuxième terme de la 
somme sous le radical, c'est pourquoi ce terme ainsi que S, 
tondront vers l'infini pour »—> oo. Cela signifie qu'on 
peut établir uno loi d'inscription des surfaces polyédriques 
dont les aires, tout en croissant indéfiniment, ne tendent 
vers aucune limite. Il en résulte donc que la surface latérale 
d'un cylindre n'a pas d'’aire. 

On a ainsi abouti à des cas manifestement absurdes et 
il faut maintenant en rechercher l'erreur. 


@ EXEMPLE 15. L'aire d'une sphère de rayon R est égale 
à n°. 

Considérons une demi-sphère (fig. 33) de centre O, 
d'« équateur » q et de « pôle » P (cela signifie que le rayon 
OP cst perpendiculaire au plan de l'équateur g passant par 
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O). Divisons la circonférence g en un très grand nombre » 
de parties égales cet joignons P avec tous les points de division 
par des arcs de grands cercles (chaque arc vaut 1/4 du « mé- 
ridien »)}, la demi-sphère sera alors divisée en x triangles 
sphériques très étroits, dont chacun est limité par un petit 
arc de l'équateur et deux arcs de méridiens (quelques-uns 
de ces triangles sont représentés sur la fig. 33, le triangle 
PAB est hachuré). En augmentant indéfiniment le nombre 
de divisions 2 on peut rendre ces triangles sphériques aussi 
étroits que l'on veut (plus minces qu'une « toile d'araignée »),' 
quant au triangle gauche «indéfiniment étroit » il peut 
être étendu ou, comme on le dit, « développé » suivant un 
plan en conservant invariables toutes ses dimensions (c.-à-d. 
longueurs, angles, aire). On obtient ainsi un triangle plan 


 … P s 2nR 
(isocèle) dont la base est égale à l'arc de longueur ni 
la hauteur est l'arc rectifié qui vaut le quart de la circonfé- 
: He (: : ; P 
rence, c.-à-d. de longueur 7 (voir Ile triangle hachuré sur 


la fig. . à gauche). L'aire d'un tel triangle est RS 

R ” a 
X = sn, par conséquent, l'aire totale de tous les 
D: 


Ca 


n triangles formant la demi-sphère cest égale à Fur? et 


celle do toute la sphère — n°/?*. Cette expression ne corres- 
pond pas à la formule bien connue d'après laquelle cette 
aire est égale à 4x (or, nr 4). 


IV. ANALYSE DES EXEMPLES 
DU CHAPITRE III 


e° EXEMPLE 11. Sous sa forme classique ce sophisme 
se rapporte plutôt à la mécanique (plus précisément, à la 
cinématique qui étudie le mouvement des corps) qu’à la 
géométrie, puisqu'il s’agit d'une roue se déplaçant de façon 
particulière. Toutefois, on devrait s'attendre qu'après un 
‘examen détaillé cet aspect cinématique sera rejeté, car le 
temps n'y cest pas un facteur essentiel (il est indifférent quo 
cette roue soit animée d'un mouvement rapide ou lent); 
et la nature sophistique du problème peut être exposée en 
langage géométrique, ce qu'on fera d'ailleurs plus loin. 

II est évident que le point faible de nos raisonnements 
réside dans l’imprécision de l'expression: «la circon- 
féronce roule (sansglisser) sur une droite». 
[1 suffit de préciser son sens pour pouvoir conclure aussitôt 
que seule roule l'une des circonférences liées ensemble, 
tandis que l'autre ne roule pas, et par suite la démonstration 
sophistique s'écroule. 

Etudions d'abord le problème sous l'angle cinématique. 
Quand on dit que le cercle roule sans glisser sur une droite, 
cola signifie qu'il se déplace de manière qu'à chaque instant 
il soit tangent à la droite et Ie point de contact appartenant 
au cercle a à cet instant une vitesse nulle. En d'autres 
termes, le point du cercle qui so trouve à ce moment «en 
bas », c.-à-d. coïncide avec le point de contact, joue par 
rapport à cette circonférence mobile le rôle de « centre 
instantané de rotation ». Cela veut dire que la vitesse de 
tout point lié à la circonférence (il n'est pas nécessaire que 
le point soit sur la circonférence) est à chaque instant telle 
comme si la circonférenco tournait à l'instant donné autour 
de son point de contact. En particulier, la direction de cette 
vitesse est perpendiculaire à la droite reliant le point donné 
au point de contact ; c’est ainsi que, par exemple, en conser- 
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vant les notations de la fig. 24, la direction de la vitesse 
du point, passé à la position A/”, est perpendiculaire à la 
droite A1'P (pour la cycloïde, représentée à la fig. 26, la 
normale au point A/’ est la droite MP). 

Au contraire, si le point de la circonférence qui se trouve 
à l'instant donné « en bas » a une vitesse non nulle, on dit 
que le mouvement est « à glissement positif » si cette vitesse 
est dirigée dans le sens du mouvement et « à glissement néga- 
tif » si celle est dirigée dans lo sens opposé. Ce n'est qu'en 
l'absence de glissement qu'on peut affirmer que le chemin 
parcouru suivant la droite durant un intervalle de temps 
quelconque est égal à la longueur de l'arc intercepté par 
l'angle au centre décrit par un rayon quelconque du cercle 
au cours de ce laps de temps. Ainsi, par exemple, sur les 


fig. 24 et 26 MP — PM, et, en particulier, lo segment MM* 
est égal à la longueur de toute la circonférence mobile. 


Pour un glissement positif AP - PM", pour glissement 


_ 
négatif MP < PM. 

Nous pouvons maintenant décrire les différentes formes 
de roulement du point de vue purement géométrique tout 
en recourant quelquefois pour faire image au langage de 
cinématique. Considérons le segment MAM* — 2nR (fig. 24 
et 26) et en chaque point P du segment construisons d’un 
côté de AM un cercle tangent de centre O” et de rayon À. 
Portons sur ce cercle l'arc PM" dont la longueur et la direc- 
tion au point P? coïncident avec celles du segment PM *). 
Si l’on effectue cette construction pour toutes les positions 
possibles du point P sur le segment AMAM*, on dit alors (si 
le langage cest emprunté à la cinématique, les images sont 
tout à fait géométriques) que l'ensemble de tous les cercles 
tangents est obtenu au cours d’une seule révolution du cercle 
de rayon Z? roulant sans glisser sur la droite MAN, et on 


*) Cela signifie que l'arc PM" (s'il est supérieur à la demi-circonférence, on 
prend la partie de l'arc adjacente à P) et le segment PM sont disposée d'un 
même côté du diamètre PO’ (pour une autre courbe mobile on aurait dit: 
d'un même cûté de Ja normalc). 
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appelle trajectoire du point A7 le lieu géométrique des points 
M" correspondant aux différentes positions du point 2. 
Si l’on remplaçait dans la construction précédente l'égalité 


mn, CT, 

MP — PM" par le rapport AP — kPM" (k est un facteur 
constant non nul), on aurait dit que le cercle roule « avec 
un glissement constant de coefficient X », ce glissement étant 
positif ou négatif suivant le signe de la différence k — 1. 

Après avoir précisé ces définitions, revenons à la roue 
d'Aristote. Du point de vue de cinématique, si le plus grand 
des cercles concentriques, représentés sur la fig. 24, roule 
sans glisser sur la droite AN, le petit cercle n'effectue pas 
évidemment de tel mouvement sur la droite A7,N,. En effect, 
si le petit cercle roulait aussi sans glisser, au moment, où 
leur centre commun coïncide avec le point O”, la figure en 
mouvement aurait simultanément deux centres instantanés 
de rotation P et P, (et la vitesse du point A/° serait perpen- 
diculaire à la fois à PM” et à P,M”, ce qui est impossible). 
De plus, le petit cercle roule pour ainsi dire avec un glisse- 

mn, 

ment positif, car A1,P, = MP = PM ct par suite A,P, > 


CT, 


> PAT. Par contre, si le petit cercle était animé sur AZ,N, 
d'un mouvement sans glissement, le grand cercle qu'il 
entraîne roulerait avec un glissement négatif. 

Des raisonnements géométriques nous amènent aux 
mêmes conclusions: si le plus grand cercle de la fig. 24 
« roule » de façon qu'en toute position du cercle soit vérifiée 


l'égalité MP — PM", on aura pour le petit cercle À7,P, > 


> PM, et, notamment, Àf,P, = TPM! R et r étant 


respectivement les rayons du grand et du petit cercle. 
Ainsi, le petit cercle roule avec un glissement positif de 


coefficient T(>1). Si, par contre, le petit cercle roulait 
sans glisser, le grand cercle, lui, serait animé d'un mouve- 
ment à glissement négatif de coefficient 7 (<1). 
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© REMARQUE CONCERNANT L'INDICATION DE LA PAGE 235. 
Considérons deux polygones concentriques et homathétiques 
à n côtés AiA0 ... An et @j@o . .. a, de centre © (fig. 34, 
où z — 8 et où on à conservé pour le grand polygone les 
mêmes notations que sur la fig. 25). Soit le grand poly- 
gone roulant de façon décrite à la page 236: le sommet 4: 
reste d'abord immobile en tant que centre de rotation, 
jusqu'au moment où ce polygone pivotera d'un angle de 
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+ (souvenons-nous que dans le cas du cercle mobile son 


point « inférieur » était également un centre de rotation 
mais seulement un centre instantané). Après cette rotation 
le grand polygone vient se poser sur la droite par son autre 
côté A:4 3 dont la nouvelle position désignée par A,4,: se 
trouve sur le prolongement du côté A,4,; par suite au 
cours de ce roulement le périmètre du polygone se « déve- 
loppera » suivant la droite. 

Quant au mouvement du petit polygone qui lui est lié 
il s’effectucra d'une manière essentiellement différente : 


il pivotera également autour du centre À: d'un angle de 2 


ct son côté a,a3 prendra la position a;a;, mais il ne scra 
pas le prolongement du segment a;as Contrairement au 
polygone Ai49 ... À, qui «se dispose » successivement 
sur chacun de ses côtés, &i@o . . . a, « se dispose » en « sau- 
tant » simultanément d’une position à une autre (la fig. 34 
donno deux positions successives du grand polygone et 
trois positions du petit polygone ; on a représenté également 
les parties initiales des trajectoires des sommets &@i, @+, A3: 
chacune de ces parties de trajectoires est formée de deux 


27 : _ 
arcs de cercle de a radians, ainsi, par exemple, pour le 


sommet a, ce sont l'arc aa, de centre À, et l'arc aa, de 
centre À,; de même que pour la fig. 25, nous recommandons 
au lecteur de ne pas attacher de l'importance à certaines 
particularités de la fig. 34 dues à la valeur particulière 


Sy 


An-1 


An 


Fig. 34 


de 7 — 8 et de faire un autre dessin pour » — 5, par exem- 
ple). Grâce à ces « sauts » le polygone a;a> . .. a, se dépla- 
çant le long de la droite açjaf—1) « parcourt » un chemin 
plus grand que son périmètre; tel est le modèle approché 
d'un « roulement à glissement positif ». Laissons au lecteur 
le soin de déterminer le mouvement du polygone A4» ... 
... À, au cas où le polygone aa: ... a, roulerait sans 
glisser sur une droite: on peut prévoir qu'après chaque 


rotation d'un angle # autour du sommet du petit polygone 


le côté du grand polygone se superposera partiellement sur 
son côté précédent et le chemin parcouru par ce polygone 
au cours d’un tour complet s'avérera plus court que son 
périmètre; on obtiendra ainsi l'image approchée d’un 
« roulement à glissement négatif ». 

@ REMARQUE CONCERNANT LE PROBLÈME DE LA PAGE 238. 
Il suffit d'effectuer le dessin en l’accompagnant de certains résultats 
intermédiaires. 


La fig. 35 donne la trajectoire 4,4,47 ... Afÿn-D du sommet 4; 
d'un triangle roulant (cas particulier pour n = 8); pour plus de détail 
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Fig. 35 


voir page 238. La longueur de cette trajectoire, formée d'arcs de cerclo, 
est égale à 


x 
COS — 
2 4 

27 op (sin L.+sin _ .+sin LE =) Re ; 

n n n n n 

sin -— 

2n 
L'airo de la figure limitée par cette trajectoire et lo segment 4,4 {7-1 

so composo 1) des aires des secteurs circulaires A2414;, AsA;41, ... 


..., AM-9 An AîM-D dont les angles au centre sont égaux chacun 


% 


27 : 
À —; la sommo de ces aires est 


4nR2 …. 
AL (sin? + sin? P+... sin 0?) = 2nR?; 
2) des aires des triangles A:4243, AïA54%, ..., A2) At: S) A(n-2) 


dont la somme est 


in Hi 2T: TT . JO . 27 
2R?sin — (sin — sin —+sin — sin —— +... 
n n n n n 


... +sin mere 


Use PDT) 2 nrsin À cos À 
n n n 
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@ EXEMPLE 12. L'erreur logique est dans la dernière 
phrase de la démonstration (qui précède la remarque 1) 
et réside dans l'ambiguïté du terme «limite». Il s'agit 
d’abord d'une suite de lignes (dans ce cas ce sont des « scies » 
à nombre de « dents » variable), dont les points se rappro- 
chent indéfiniment d'une certaine ligne déterminée. Puis 
on passe à une suite de nombres (longueurs de «scies ») 
qui se rapprochent indéfiniment d'un certain nombre déter- 
miné (pour savoir si les longueurs des scies peuvent former 
une suito cf. remarque 2, page 243). 

Du fait qu'une suite des lignes tend (dans un sens) vers 
une ligne déterminée il ne découle aucunement que la suite 
des longueurs des premières lignes tend (dans un autre sens) 
vers la longueur de la dernière. 

Le fait que la «scie» à dents très petites ne diffère 
pratiquement pas du segment rectiligne ne doit pas nous 
troubler ; ce n'est pas un fait géométrique mais physique 
ou plutôt physiologique et il dépend de la vision humaine 
(un puissant microscope l'aurait bien prouvé). Mais si 
l'on s'en tient toujours à l'évidence de l'image, on peut 
par des raisonnements l'interpréter de la façon suivante. 
Il est vrai que pour un petit triangle (« dent de scie ») la 
différence entre la somme des côtés de l'angle droit ct l’hy- 
poténuse est insignifiante, mais le nombre de ces différences 
est très grand, or, des termes même très petits une fois 
sommés peuvent évidemment former n'importe quelle 
somme. Si l'on voulait aller au fond de la question, on 
verrait aisément que les chaînons de « scie » tendent à se 
confondre avec la droite AB suivant la distance et non pas 
la direction: quelque petits que soient ces chaïînons ils 
sont toujours (cf. fig. 27) alternativement horizontaux et 
verticaux, tandis que l’'hypoténuse AZ est oblique. 


@ EXEMPLE 13. [erreur est du même type que dans 
Toxewple précédent. La suite des lignes ondulées tend indé- 
finimeht vers un segment rectiligne mais leurs longueurs 
Lé ee 
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n'ont pas pour limite la longueur de ce dernier. Dans ce 
cas aussi une ligne tend vers l'autre suivant la distance et 
non pas la direction: si le segment AZ est horizontal, la 
direction d'une ligne ondulée, quelque petites que soient 
ses parlies circulaires, oscille toujours entre l'horizontale 
et la verticale. 


@ EXEMPLE 14 Bien que ce cas soit beaucoup plus com- 
pliqué que les deux précédents, la nature logique du sophisme 
reste la même: en effet, la surface polyédrique tend indé- 
finiment vers la cylindrique, mais de ce fait il no s'ensuit 
nullement que son aire tend indéfiniment vers l'aire cylin- 
drique. Pour mieux distinguer la nature de ces deux limites, 
notons qu'en inscrivant une surface polyédrique de la façon 
indiquée sur la fig. 31 on aurait pu obtenir une formule 
exacte pour l'aire de la surface latérale d'un cylindre en 
posant » — mou n — 10m, ou plus généralement, en admet- 
tant que les nombres de divisions suivant la hauteur et la 
circonférence varient proportionnellement l'un à l'autre. 
Ainsi, par exemple, pour x — {0mn, on aurait 


Sn = 2mR sin LS H° + 400m°R° sint =— — 
m De m 


me. EL 
m Om 

et pour » —+ co on obtiendrait lim Sn = 2RRH = Siat.cyr.. 
Comment expliquer alors le fait qu'en inscrivant une surface 
polyédrique d’après un rapport de proportionnalité différent 
régi par la formule x — m°, l'aire S,, de cette surface tend 
vers une limite dépassant 2nRII et pour n — m° tend même 
vers l'infini? Sans prétendre de donner ici quelque démons- 
tralion et en faisant abstraction du langage mathématique 
nous n’allons prendre en considération que des faits évidents 
par eux-mêmes (mais qui une fois mis sous forme mathé- 
matique peuvent servir de base à des démonstrations). 


Sin — gin —— 
— Jr LL V H? 251122 2m 
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Pour x — m ou x — 10m, etc., le nombre de divisions de 
la circonférence et de la hauteur croît suivant le même 
rythme, la surface polyédrique non convexe possédant 
alors des faces presque verticales dans l'hypothèse d'un 
cylindre posé verticalement (nous laissons au lecteur le 
soin de démontrer sur la base de la fig. 32 que la face A/NP 
forme avec le plan horizontal AZXN un angle qui tend vers 


5 lorsque » — co). Par suite, la surface polyédrique tend 


vers la cylindrique non seulement suivant la distance mais 
également la direction. Mais pour x — m°, n — m", etc., 
la situation cest différente; dans ce cas le nombre de divi- 
sions suivant la hauteur augmente plus rapidement que 
suivant la circonférence. La surface polyédrique devient 
de ce fait manifestement plus « en scie », d’où apparaît une 
aire superflue. Les faces triangulaires ne tendent plus vers 
une position verticale; on peut même montrer que, pour 
n — m°, l'angle PLK (fig. 32) tend indéfiniment vers un 
certain angle aigu et, pour » — m*, même vers zéro (c.-à-d. 
la face tend vers une position horizontale) lorsque m —- oo. 


En résumé considérons une question qui se présente de façon 
toute naturelle: où réside la différence entre l'inscription des lignes 
olygonales dans une ligne courbe et celle des surfaces polyédriques 
dau uno surface gauche? Pourquoi dans le premier cas l'augmenta- 
tion du nombre de sommets des lignes les fait tendre vers une limite 
non seulement suivant la distance, mais aussi suivant la direction, 
ot dans le deuxième cas cette tendance se manifeste suivant la distance 
mais non la direction? Sans entrer dans les détails nous nous bornons 
à souligner les faits suivants. Si deux points quelconques (dont l'un 
cest de d'une ligne courbe tendent à coïncider, la droite qui les relie 
a pour limite la tangente à cette courbe menée par le point fixe. Mais 
si trois points quelconques d'une surface gauche (même n’appartenant 
as à uno même droite), parmi lesquels l’un est fixe, tendent à se con- 
ondre, le plan joignant ces points ne tend pas nécessairement à devenir 
un plan tangent. Pour s'en convaincre il suffit d'imaginer sur uno sphè- 
re une section circulaire quelconque dont la circonférence possède 
un point fixe et deux autres points tendant indéfiniment vers lo pre- 
micr; le plan auquel appartiennent ces trois points scra toujours un 


plan” sécant. 
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@ EXEMPLE 15. C'est un cas où il est fait abus d'expres- 
sions privées de sens mathématique telles que: «un très 
grand nombre », « un triangle très effilé », « un petit arc », 
«un triangle infiniment effilé » qui sont bien à leur place 
quand on cherche à décrire de façon imagée une figure 
géométrique (ce procédé était utilisé plus haut à maintes 
reprises), mais qui sont absolument inadmissibles comme 
un procédé de démonstration ou d'établissement de formu- 
les. L'erreur réside dans l'affirmation qu'un triangle infi- 
niment effilé peut être développé sur un plan, c.-à-d. qu'on 
peut remplacer un triangle sphérique par un triangle plan 
ayant les mêmes longueurs des côtés, les mêmes angles et 
la même aire. En fait, aucun triangle sphérique (quelque 
petit qu'il soit) ne peut être développé, dans le sens indiqué, 
sur un plan; cela découle déjà du fait que la somme des 
angles d'un triangle plan est toujours égale à 2 droits, et 
celle d'un triangle sphérique dépasse toujours 2 droits. Dans 
le cas considéré les angles À et B du triangle sphérique PAB 
(fig. 33, à droite) sont droits; si un tel triangle pouvait 
être développé sur un plan, on obtiendrait un triangle plan 
(isocèle) (fig. 33, à gauche) avec des angles adjacents à la 
base droits. 
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